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SCHORR  (D'  F.),  Mitglied  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Danzig.  — 
Der  Venusmond  und  die  Untersuchingen  uber  die  FRUiiEREN  Beobacht- 
UNGEN  DIESES  MoNDES.  —  Braunschweig,  Friedrich  Viewcg  und  Sohn,  1875. 

La  découverte  des  satellites  de  Jupiter  a  été  l'une  des  premières 
conquêtes  de  Galilée  dans  le  ciel. 

Seize  ans  après  la  découverte  du  quatrième  satellite  de  Saturne 
par  liuygliens,  Dominique  Cassini  signala  le  cinquième  en  1671  ^ 
il  aperçut  le  troisième  l'année  suivante,  et,  treize  années  plus 
tard,  en  1684,  le  perfectionnement  de  ses  instruments  lui  permit 
la  découverte  des  deux  premiers,  par  ordre  de  distance  à  la  pla- 
nète. Les  astronomes  cependant  doutaient  encore,  lorsque  Pound, 
en  1718,  fit  installer  sur  le  clocher  de  sa  paroisse  le  télescope 
envoyé  par  Huygliens  à  la  Société  Royale,  et  observa  les  cinq  satel- 
lites de  manière  à  en  déterminer  l'orbite.  C'est  en  1789  seule- 
ment qu'Hcrscliel  en  découvrit  un  nouveau,  qui,  plus  rapproché 
de  la  planète  que  tous  les  autres,  aurait  dû  prendre  le  nom  de  pre- 
mier satellite  5  il  fut  cependant  nommé  sixième,  pour  ne  pas  déran- 
ger la  nomenclature  adoptée.  Le  septième,  découvert  quelques  mois 
plus  tard,  est  placé,  par  ordre  de  distance,  entre  le  sixième  et  le 
second.  L'Américain  Bond  enfin,  en  1848,  en  découvrit  un  hui- 
tième, qui  reste  jusqu'ici  le  dernier. 

Les  six  satellites  d'Uranus  furent  découverts  par  Herschcl,  du 
II  janvier  1787  au  26  mai  i794" 
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Deux  satellites  de  Neptune,  enfin,  découverts  le  i*^''  août  1847  ^'' 
le  i4  août  i85o,  exigent,  pour  être  aperçus,  d'excellents  instru- 
ments et  des  circonstances  très-favorables. 

Les  planètes  Mars,  Vénus  et  Mercure  sont  considérées  par  les 
astronomes  comme  privées  de  satellites.  La  question  cependant, 
en  ce  qui  regarde  Vénus,  a  été  tenue  pour  douteuse,  et  les  preuves 
alléguées  en  faveur  de  l'existence  d'un  satellite  de  Vénus  resteraient 
très-sérieuses,  si  le  temps  écoulé  depuis  les  dernières  observations 
ne  diminuait  considérablement  la  probabilité  de  leur  exacte  inter- 
prétation. Le  passage  récent  de  Vénus  sur  le  Soleil,  dans  lequel 
aucun  observateur,  pas  plus  qu'en  1761  et  en  1769,  ne  signale  do 
satellite,  accroît  encore  la  confiance  de  ceux  qui  rejettent  formel- 
lement l'existence  du  compagnon  de  Vénus,  signalé  pour  la  pre- 
mière fois  par  Fontana,  le  i5  novembre  i645.  Fontana,  parmi  les 
contemporains  de  Galilée,  était  un  des  observateurs  les  plus  liabiles 
et  les  plus  assidus  5  il  a  découvert  la  rotation  de  Mars,  les  taclies  de 
Vénus  et  les  bandes  régulières  qui,  de  l'est  à  l'ouest,  sillonnent 
Jupiter  parallèlement  à  l'équateur. 

Quoique  l'observation  de  Fontana  fût  précise  et  certaine,  les 
astronomes,  pendant  vingt-sept  ans,  clierclièrent  sans  résultat  le 
petit  astre  qui,  le  i5  novembre  i645,  s'était  montré  tout  auprès  et 
au-dessus  de  Vénus.  Dominique  Cassini,  dont  l'babileté  et  la  cir- 
conspection n'ont  pas  besoin  d'être  rappelées,  aperçut,  en  1672, 
un  petit  astre  d'un  diamètre  apparent  égal  au  quart  environ  de  celui 
de  Vénus  et  distant  de  la  planète  d'un  diamètre  seulement  de 
celle-ci.  Les  astronomes,  encouragés  par  l'annonce  de  Cassini, 
clierclièrent  sans  doute  à  renouveler  l'observation  ^  leurs  efïorts 
furent  inutiles,  et  c'est  quatorze  années  plus  tard  seulement,  le 
27  août  1686,  que  Cassini  retrouva  un  petit  astre  égal  en  diamètre 
au  C[uart  de  Vénus,  à  une  distance  égale  aux  trois  cinquièmes  envi- 
ron de  ce  diamètre. 

Un  demi-siècle  s'écoule,  après  cette  observation  de  Cassini,  sans 
qu'aucun  astronome  signale  le  compagnon  de  Vénus.  Le  3  no- 
vembre 1740,  Sliort  aperçut,  à  10  minutes  environ  de  la  planète, 
un  astre  d'un  diamètre  un  peu  inférieur  au  tiers  de  celle-ci,  et  qui 
semblait  l'accompagner  dans  le  ciel.  L'observation  ne  put  être 
renouvelée  les  jours  suivants. 

Après  l'observation  de  Sliort,  nous  en  trouvons  une  d'André 
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Majer,  à  Greifswald,  1759  5  quatre  de  Montaigne,  à  Limoges,  le  3, 
le  7  et  le  1 1  mai  176 15  sept  enfin,  de  Rodkier  et  de  Horrebow,  à 
Copenhague,  et  de  Montbarron,  à  Auxerre,  les  3,4,  10,  11,  10,  28 
et  29  mars  1764. 

Les  astronomes  que  nous  venons  de  citer,  sans  être  de  premier 
ordre,  sont  dignes  de  confiance.  Short  était,  en  même  temps 
qu'excellent  observateur,  le  plus  habile  opticien  de  son  temps  ^  on 
lui  doit  d'excellentes  détermiBations  micrométriques  de  Jupiter  et 
la  mesure  de  son  aplatissement.  Très-habitué  à  l'emploi  des  in- 
struments qu'il  construisait  lui-même,  il  est  difficile  de  le  supposer 
dupe  d'une  illusion. 

^Montaigne  découvrit  deux  comètes  en  1772  et  en  1774  5  obser- 
vateur zélé  du  ciel,  il  avait  l'habitude  des  instruments. 

Hoirebow,  élevé  dans  l'Observatoire  de  Copenhague,  dont  son 
père,  avant  lui,  était  le  directeur,  a  laissé  la  réputation  d'un  astro- 
nome consciencieux  et  habile. 

André  Mayer,  de  Greifswald,  a  prouvé  sa  capacité,  dit  M.  Schorr, 
par  plusieurs  bons  travaux  ;  mais  il  n'en  cite  aucun,  et  ce  nom  ne 
figure  pas  dans  la  bibliographie  astronomique  de  Lalande.  Rodkier 
et  Montbarron,  enfin,  ont  été  de  simples  amateurs  de  la  science 
astronomique  5  mais  leurs  observations  acquièrent  un  grand  prix  par 
leur  accord  avec  celles  d'Horrebow,  qui  sont  à  peu  près  simul- 
tanées. 

On  s'est  demandé  si  ces  apparitions  singulières  ne  devaient  pas 
être  attribuées  au  passage  d'Uranus,  inconnu  alors  des  astronomes, 
dans  le  voisinage  de  \énus.  Le  D""  Koch,  de  Danzig,  qui  a  laissé 
d'excellents  travaux  d'astronomie  stellaire,  a  trouvé  qu'Uranus,  le 
4  mars  i76'4,  jour  de  l'observation  de  Rodkier,  était  distant  de 
Vénus  de  i6'3o"  seulement,  mais  cette  distance  dépasse  de  beaucoup 
la  distance  observée.  La  tentative  de  Koch  pourrait  être  renouvelée 
pour  les  nombreuses  petites  planètes  découvertes  depuis  un  quart 
de  siècle,  et  si,  pour  chaque  apparition  signalée,  l'une  d'elles  était 
trouvée  dans  le  voisinage  de  Vénus,  le  problème  semblerait  com- 
plètement résolu.  La  recherche  est  facile,  quoique  d'une  exécution 
lui  peu  longue  ;  plusieurs  jeunes  astronomes  pourraient  utilement 
se  la  partager. 

Le  P.  Hell  a  cru,  en  1737,  apercevoir  près  de  ^  énus  un  point 
brillant  dans  le  ciel,  mais  un  examen  plus  attentif  lui  en  fit  décou- 
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vrir  l'origine  dans  la  lumière  réllécliie  par  son  oeil  même  et  ren- 
voyée de  nouveau  par  l'oculaire  du  télescope  5  un  déplacement  de 
l'image  accompagnait  en  effet  chaque  mouvement  de  son  œil  ; 
l'astre  supposé  un  instant  n'avait  donc  aucune  réalité.  Short  et 
Cassini  ne  mentionnent  pas,  il  est  vrai,  l'épreuve  du  déplacement 
de  l'œil  faite  par  le  P.  Hell  5  mais  il  n'est  pas  croyable  que  d'aussi 
habiles  observateurs  aient  pu,  pendant  plus  d'une  heure,  se  laisser 
prendre  à  une  illusion  aussi  grossière. 

Le  P.  Hell,  tout  en  signalant  la  cause  possible,  suivant  lui,  des 
observations  prétendues  du  satellite,  engageait  cependant,  en  iy6i , 
tous  les  observateurs  du  passage  de  Vénus  à  chercher  soigneuse- 
ment la  trace  du  satellite  sur  le  disque  solaire.  Le  P.  Hell  voyant, 
dans  l'insuccès  des  recherches,  la  confirmation  de  son  soupçon,  le 
communiqua  à  La  Caille  en  le  priant  de  garder  sa  lettre  pour  lui 
seul^  mais,  eu  1762,  après  la  mort  de  La  Caille,  il  reçut  d'une  main 
inconnue  la  traduction,  en  langun  française,  de  sa  propre  lettre, 
accompagnée  d'une  réfutation  de  Montaigne.  Il  publia  alors,  dans 
les  Ephémérides  de  Vienne  pour  1766,  une  dissertation  [De  satel- 
lite Venevis)^  dans  laquelle  il  s'efforça  d'expliquer  toutes  les  appa- 
ritions prétendues  par  des  illusions  d'optique. 

Le  passage  de  Vénus,  en  1769,  n'ayant  montré  le  prétendu  satel- 
lite à  aucun  observateur,  les  astronomes  paraissaient  adopter  l'in- 
terprétation du  P.  Hell,  lorsque  Lambert,  reprenant  la  question  et 
acceptant  comme  exactes  les  observations  de  1764,  eu  déduisit  la 
position  et  la  grandeur  de  l'orbite  à  cette  époque,  renseignement 
précieux  qui  aurait  dû  stimuler  à  de  nouvelles  recherches.  Les 
calculs  de  Lambert,  quoique  reposant  sur  des  observations  dou- 
teuses, sont  complets  et  précis.  Il  les  applique  particulièrement  à 
l'époque  de  l'observation  de  Cassini,  de  Short  et  de  Fontana.  La 
théorie  lui  montre  en  outre  que,  pendant  les  passages  de  1761  et 
de  1769,  le  satellite  n'a  pu  paraître  sur  le  disque  solaire,  étant  au- 
dessus  en  1761  et  au-dessous  en  1769.  Il  peut  arriver,  au  contraire, 
que  le  satellite  se  projette  sur  le  Soleil  quand  la  planète  reste  en 
dehors.  Le  8  juin  i753,  par  exemple,  si  lesTables  de  Lambert  sont 
exactes,  l'orbite  du  satellite  coupait  le  disque  solaire,  mais  la 
position  occupée  ne  le  plaçait  pas  dans  la  partie  commuiie.  Le 
i*"^  juin  1777,  Lambert  annonçait  un  passage  du  satellite  sur  le 
Soleil  non-seulement  possible,  mais  réel,  et,  «s'il  ne  se  produit  pas  », 
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dit-il,  a  les  Tables  auront  besoin  de  fortes  corrections.  J'annonce  ce 
passage  )>,  aioute-t-il,  «  tout  au  moins  comme  possible.  Les  astro- 
nomes qui  observent  souvent  le  disque  du  Soleil  trouveront  sans 
doute  qu'il  y  a  convenance  à  choisir  ce  jour,  dans  l'espoir  d'y 
trouver  une  observation  plus  fructueuse  et  plus  agréable  que  de 
coutume.  » 

Cet  appel  ne  donna  aucun  résultat. 

L'excentricité  de  l'orbite  calculée  par  Lambert  est  de  o,  193,  un 
peu  moindi^e  que  celle  de  Mercure.  L'inclinaison  de  l'orbite  sur 
celle  de  la  planète,  64  degrés,  dépasse  de  bien  loin  toutes  les  incli- 
naisons connues. 

La  plus  grande  distance  de  Vénus  au  satellite  sous-tcndrait  un 
angle  de  19  minutes  à  la  distance  qui  sépare  la  Terre  du  Soleil,  et 
l'on  pourrait  par  conséquent,  lorsque  Vénus  se  rapproche  de  nous 
le  plus  possible,  si  la  position  du  satellite  est  favorable,  l'apercevoir 
à  une  dislance  de  42  minutes  ^  une  des  observations  de  Montaigne 
le  place  à  25  minutes. 

La  dimension  du  satellite  et  celle  de  la  planète  seraient  à  peu 
près  dans  le  même  rapport  que  la  Lune  à  la  Terre.  Le  diamètre  de 
la  Terre,  en  eiïèt,  étant  pris  pour  unité,  celui  de  Vénus  est  de 
0,87,  celui  de  la  Lune  0,27,  et  celui  du  satellite  de  V^énus,  d'après 
Lambert,  0,28. 

L'insuccès  du  i"""  juin  1777  découragea  sans  doute  les  astronomes; 
on  n'a  plus  revu  ni  cherché  le  satellite  de  Vénus,  et  IcsTrailés d'As- 
tronomie n'en  font  mention  que  pour  prémunir  les  observateurs 
contre  une  illusion  semblable  à  celle  du  P.  Hell. 

La  sincérité  de  Fontana,  Short,  Cassini,  Horrebow,  Mon- 
taigne, etc.,  ne  saurait  être  révoquée  en  doute,  et  leur  habileté  rend 
l'hypothèse  du  P.  Hell  inacceptable;  deux  explications  sevdement 
restent  donc  possildes.  La  première  et  la  plus  vraisemblable  con- 
siste à  considérer  les  observations  comme  celle  de  petites  planètes 
restées  inconnues  avant  et  après,  et  amenées  fortuitement  dans  leur 
course  à  se  rapprocher  de  Vénus.  La  seconde,  en  admettant  la 
réalité  du  satellite,  expliquerait  l'extrême  rareté  de  ses  apparitions 
par  la  difficulté  d'apercevoir  un  astre  d'aussi  petites  dimensions, 
qu'aucun  observateur  sérieux  d'ailleurs  n'a  cherché  depuis  cent  ans. 

L'orbite  assignée  par  Lambert  ne  conserve  aucune  vraisemblance 
et  lui-même  s'est  empressé  de  l'abandonner.  L'ensemble  des  obser- 
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valions  semble  toutefois,  d'après  M.  Scliorr,  imposer  le  chiffre  de 
douze  jours  pour  durée  de  la  révolution.  Ce  cliifîre,  donné  par  les 
calculs  de  Lambert  sur  les  observations  de  1764,  semble  confirmé 
par  la  concordance  des  observations  faites  le  3  et  le  i5  mars. 
M.  Schorr  y  ajoute  des  considérations  très-liasardées,  que  nous 
indiquerons  en  terminant. 

Cassini  a  remarqué  que  l'éclat  du  cinquième  satellite  de  Saturne 
varie  d'une  manière  remarquable  avec  la  position  par  rapport  à  la 
planète.  Le  maximum  correspond  à  un  arc  de  68  à  129  degrés, 
parcourus  après  la  conjonction  ;  il  brille,  dans  cet  intervalle,  à 
l'égal  du  quatrième  satellite.  A  l'est  de  la  planète,  au  contraire,  il 
semble  disparaître  complètement,  au  moins  dans  les  lunettes  de 
force  moyenne.  Herscliel,  qui  a  confirmé  et  discuté  ces  remarques, 
compare  le  cinquième  satellite  de  Saturne  à  une  étoile  variable, 
qui  passerait  régulièrement  et  périodiquement  de  la  seconde  à  la 
cinquième  grandeur.  Quelle  que  soit  l'explication  de  ce  fait,  rat- 
taché par  Herschel  à  l'égalité  des  durées  de  rotation  et  de  révolu- 
lion  des  satellites,  M.  Schorr  se  demande  si  les  variations  d'éclat 
du  satellite  de  Vénus,  en  le  rendant  rarement  visible,  ne  pourraient 
pas  expliquer,  en  partie  au  moins,  la  rareté  de  ses  apparitions. 
Supposons,  dit-il,  que  les  apparitions  du  satellite  de  Vénus  se 
soient  toujours  produites  dans  le  voisinage  du  nœud  ascendant  de 
son  orbite,  on  pourrait  en  déduire  un  nouveau  moyen  d'assigner 
la  durée  de  sa  révolution.  La  possibilité  de  représenter  les  inter- 
valles des  apparitions  par  des  multiples  d'une  même  durée  confir- 
mera, jusqu'à  un  certain  point,  cette  hypothèse. 

Quelle  que  soit  la  valeur  d'une  telle  conjecture,  elle  s'accorde 
d'une  manière  assez  remarquable  avec  la  plus  grande  partie  des 
faits  connus.  En  laissant  de  côté  l'observation  de  Fontana  et  celle 
de  Mayer,  qui  semblent  moins  favorables,  et  ne  tenant  compte, 
dans  chaque  série,  que  de  la  première  apparition  observée,  qui 
doit,  d'après  la  conjecture  de  M.  Schorr,  être  séparée  par  des  inter- 
valles de  douze  jours,  cela  peut  donner  lieu  à  cinq  vérifications 
seulement,  quoique  l'auteur,  par  un  artifice  peu  digne  d'un  ouvrage 
sérieux,  en  propose  quinze.  Il  est  clair,  en  effet,  que,  si  les  diverses 
apparitions  du  satellite  sont  séparées  de  la  première  par  des  mul- 
tiples de  douze  jours,  l'intervalle  entre  deux  d'entre  elles  sera  éga- 
lement un  multiple  de  douze  jours,  sans  que  la  vérification  ofire 
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aucun  iutéî'èt.  La  première  observation  de  1686  aurait  été  séparée, 
dans  cette  hypothèse,  de  celle  de  1672  par  438  révolutions  5  entre 
celle  de  1686  et  celle  de  1740,  on  en  compterait  16265  de  1740  à 
1761,  610,  et  enfin  de  1761  à  1764,  85,  et,  pour  faire  concorder 
ces  chillres  avec  les  instauts  indiqués  par  l'observation,  il  suffit 
de  faire  varier  la  durée  d'une  révolution  de  la  valeur  minimum 
I2,i6i5  à  la  valeur  maximum  12,1747,  accord  bien  supérieur  à  ce 
qu'on  pouvait  être  en  droit  d'espérer  5  mais  pourquoi  négliger  l'ob- 
servation de  Fontana  et  celle  de  Mayer  ? 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  Livre  de  M.  Schorr  remet  en  lumière  une 
question  à  peu  près  oubliée,  et,  s'il  n'y  apporte  aucun  fait  nouveau, 
il  présente  avec  clarté  les  éléments  dont  les  astronomes  pourront 
s'aider  pour  en  poursuivre  la  solution  définitive. 

J.   Bertrand. 


fiyPAEB'b  ^H.-B.).   —   y<ieuie   o   micaoBbixT)   npoH3BOAHbixTj.   — 

MocKBa,  MaMOHTOBTj  H  K",    1 872-1 873   (^). 

(Analyse  faite  par  l'auteur.) 

Ce  travail  se  compose  de  quatre  Mémoires,  aj'^ant  pour  objet 
l'étude  des  propriétés  de  diverses  fonctions  numériques. 

L 

Dans  le  premier  Mémoire,  j'expose  les  principes  généraux  de  la 
méthode  employée. 

Soit  n  un  nombre  entier  quelconque.  J'appelle  intégrale  numé- 
rique une  expression  de  la  forme 


^Q[d]  =  ^[n), 


(')  BouGAÏEF  {^.-\ .).  — Théorie  des  dérivées  numériques.  —  Moscou,  Mamontof  et  C'^, 
1870-1873.  I  vol.  grand  in-8°,  222  p.  (Extrait  du  MameManJHZeCKÎn  C6bpHHKij 
t.  V  et  VI).  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  210  ;  t.  V,  p.  296-298,  et  t.  VI,  p.  3i4. 
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où  le  signe  sommatoire  s'étend  à  tous  les  diviseurs  du  nombre  n. 
La  fonction  0(/z)  sera  la  dcrwée  numérique  de  ^[n]- 

La  relation  entre  ©  [n)  et  ^(«)  peut  encore  s'exprimer  par  l'équa- 
tion 

(2)  e(n)  =  D.];(Ai), 

où  le  symbole  D  indique  l'opération  de  la  dérivation  numérique. 

Dirichlet  et  Liouville  ont  fait  voir  comment,  étant  donné  4^(/i), 
on  peut  déterminer  0  («). 

Un  des  résultats  les  plus  remarquables  de  la  théorie  des  dérivées 
numériques  consiste  dans  son  application  à  l'établissement  des  for- 
mules générales  de  développement  des  fonctions  analytiques  ou 
numériques  en  séries  numériques  d'une  forme  spéciale.  On  peut 
obtenir  ce  développement  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  posi- 
tives de  la  variable. 

La  formule  générale  de  ce  développement  se  présente  sous  la 
forme 

(3)  F(n)  =  Q(i)E^VQ(2)E^+...  +  Q(/r)E^  +  ..., 

12  h 

où  E  (x)  représente  le  plus  grand  nombre  entier  non  supérieur  à  x. 

Je  démontre,  en  premier  lieu,  qu'une  fonction  donnée  ne  peut 
être  ainsi  développée  que  d'une  seule  manière. 

Les  coefficients  Q(«)  sont  déterminés  en  fonction  de  F(«)  par 
l'équation 

(4)  Q(n)  =  D[F(/i)-F(7z-0]  =  F(n). 

Cette  formule  générale  est  appliquée  ensuite  au  développement 
des  fonctions 

I,     'E\Jn,     E//i,     ...,     Ey'/i; 

à  celui  de  la  fonction  0  (/ï),  exprimant  le  nombre  des  nombres  pre- 
miers non  supérieurs  à  n  \  à  celui  de  N(7i) ,  exprimant  le  nombre  des 
résidus  quadratiques  d'un  nombre  premier  /:>,  non  supérieurs  à  une 
limite  donnée  n-^  enfin  à  celui  des  fonctions  de  la  ïovwm  f  \E, \Jji) , 

f{}^lin\..   ,/[0(/O],etc. 

Les  coefficients  du  développement  de  ces  fonctions  sont  encore 
des  fonctions  numériques,  dont  le  rôle  est  très -important.   Ces 
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fonctions  sont 


Xn [n)  =z  I) ( È "v^  —  E  y''«  —  1  ) , 
y.[n)  =  ï)[Q[n)-Q[n-i)], 

Les  développements  eux-mêmes  sont 


Ev^«  =  À,.{i)E--i-}.(2)E-+..., 


0(n)  =  ^{i)E^  +  ^(.)E^+..., 


On  peut  trouver,  par  un  examen  immédiat,  les  caractères  de  ces 
fonctions.  Ainsi 

^(i)  =  i,     q{a)=  —  i>     q{ab]=-hi,     q[abc]——\,      ..., 

c'est-à-dire  que  la  fonction  q[n)  est  nulle  pour  tous  les  nombres 
divisibles  par  un  carré,  et  égale  à  ±  i  pour  les  nombres  non  divi- 
sibles par  un  carré  (nombres  primitifs). 

La  fonction  À(/z),  pour  un  nombre  quelconque  ji  =^  a'^ b°^ c' .,  est 
déterminée  par  l'équation 

La  valeur  de  la  fonction  Xi  (;z),  pour  «  =  a'^b'-'ci^  est  donnée  par 

l'équation 

X{a^bU't  ]  =  &:©..'&.", 

où  e,  e',  e"  sont  les  plus  petits  restes  positifs  des  nombres  a,  jS,  -/, 
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suivant  le  module  3,  de  façon  que 

a;EEE£,     (3^s£',     y^^i",     (mod.3), 

et  où  00  =  1,  ©1  = — I,  62  =  0. 

Un  développement  qui  offre  de  l'intérêt  est  celui  de  la  fonction 
0/z,  exprimant  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  non  supérieurs 
à  n.  Ce  développement  est  représenté  par  la  série 


^  Q[n] 

=  S'^f:  -S"^^. 

\ 

-^s-^^  -s-^^^ 

1 

'"^S^^^  ~S^f76c 

^\:>)^  abcd^\:^^a}bcd 

Les  signes  de  deux  colonnes  verticales  sont  alternés  5  les  coefficients 
de  la  première  colonne  ne  sont  autres  que  les  nombres  naturels;  le 
signe  sommatoire  S  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers,  de  sort« 
que  l'on  a 


S 

s 


E»    =Ei'      +e"     +EÏ+E^ 
ai  357 

E4  =  E-'t  +  E-^'^+...+E^ 
cd)  2.3  2.5  3.5 


Exemple.  —  Pour  /i  =  10, 

^,     ,      ^ro      ^10      _,io  10  10   ,  ^  10  10  10 

0  10  =:E hE^— E  — -4-E^  — 2E--+E  — — E  — — 2E  — =  4. 

^'  2  3  4  5  b  7  9  10^ 

La  formule  (5)  fait  ressortir  clairement  le  caractère  numérique 
de  la  fonction  0  (//) ,  et  donne,  pour  la  première  fois,  une  idée  nette 
de  sa  forme. 

Étant  donnés  les  développements  en  séries  numériques  de  deux 
fonctions  F(n)  et  ç(«),  tels  que 
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ou  peut  en  déduire  facilement  la  loi  des  développements  récipro- 
ques, exprimée  par  l'équation 


s:v('')'^'^r>s>-(")H^« 


Cette  loi  conduit  à  une  infinité  de  relations  différentes,  et  rend 
possible  la  solution  de  divers  problèmes  numériques. 
Ainsi,  soient 

F(m)  —  E^/m,     Q)(a)  =  i; 


ou 


F(m)  =  /.(m),     o[u)  =  q[ii], 

Un  nombre  quelcoaique  n  zz=  a'^V-c'^  sera  dit  à^ ordre  pair  lorsque 
la  somme  a  -h  (3  -)-  y  sera  un  nombre  pair,  et  iï ordre  impair  si 
u  ->r  ^  -\-y  est  impair. 

Désignons  maintenant  par  ^2(72)  le  nombre  des  nombres  d'ordre 
pair,  et  par  Ni  [n)  le  nombre  des  nombres  d'ordre  impair  non  supé- 
rieurs à  n  \  nous  aurons,  d'après  la  formule  (7), 

On  démontre  ensuite  que 


«■('•'=S'=v^"^-^S'^\/.^- 


II. 

Dans  le  deuxième  Mémoire,  je  démontre  que,  si,  dans  l'équation 

(8)  ^^^(ô)x(û?)  =  <];(n), 

on  connaît  les  fonctions  ^[n)  et  '|(7i),  on  peut  facilement  ramener 
la  détermination  de  la  fonction  ^('0  ^  ^^^^  opération  de  dérivation 
numérique,  lorsque  la  fonction  ^[n)  satisfait  à  la  condition 

(9)  â[n']â[n")z=â[n'n"). 

Bull,  des  Sciences  mathéin.  et  astron.,  t.  X.  (Janvier  1876.)  2 
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Dans  ce  cas, 

(.0)  x(»)=^M«)d[||^}]- 

En  appliquant  cette  formule  à  l'un  des  théorèmes  de  Liouville, 
on  obtient  aisément  la  relation 

(il)  6  (2-i  [n]  ^  2.  (2  [  n]  n-  ~  3  n''E  — i-  (—  i)^^''^9(w)  l,{n), 

dans  laquelle  ^{ji)  exprime  le  nombre  de  nombres  premiers  avec  Ji 
et  plus  petits  que  ;/,  Ç2  («)  la  somme  des  carrés  de  ces  nombres,  et 
où,  pour  /i  :^  a'^b''c<  ^  on  a 

l  [n]  =3=  au  nombredefacleurspreniiers  deti  différenls  entre  eux, 
^,  (n)  =  abc  =  au  produit  de  ces  facteurs. 

La  condition  (9)  étant  satisfaite,  ou  déduit  de  la  formule  (8) 
toute  une  série  de  développements,  qui,  comme  cas  particuliers, 
conduisent  à  diverses  séries  numériques  d'une  forme  spéciale. 

Les  séries  infinies,  combinées  avec  les  identités  numériques,  con- 
duisent aussi  à  un  grand  nombre  de  relations  nouvelles. 

Ainsi,  si  l'on  considère  le  produit  de  trois  séries  infinies 


et  si  l'on  compare  les  coeflScients  des  mêmes  nombres,  on  obtiendra, 
d'après  le  théorème  de  Dirichlet  (^),  pour  trois  fonctions  arbitraires 

'|i  ("}î  ^2(^0'  ^ii")i  1^^  relations 


i3: 


où  n  =  dd,  d  =  o'd' . 

Comme  cas  particulier,  cette  relation  donne 


,4)  '^^w)-w)='^m-^jt[d']=y^m-"l^[d'). 


('}  Lejecne-Dirichlet,  Forlesungen  i'iber  Zahîentheorie,  p.  i^"]. 
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et,  sous  cette  forme,  elle  devient  la  source  d'un  grand  noml^rc  de 
lois  particulières. 

On  obtient,  entre  autres,  comme  simple  conséquence  de  la  for- 
mule (14)5  la  loi  de  la  dilférentiation  et  de  l'intégration  numérique 

des  intégrales  de  la  forme  \   ;((J).  0(f/),et,en  posant 


SQld)  =  l)~'Q{d], 


on  a  la  formule  générale 


(.5)       D:^^^^x(ô)0(^)=^^^x(ô)D^0(t/)=^^0(r/)D^X(o), 

pour  fx  quelconque,  positif  ou  négatif. 

On  peut  ramener  aux  intégrales  de  la  forme  (8)  Je  problème  de 
l'inversion  des  fonctions  numériques. 


III. 

Le  troisième  Mémoire  a  pour  objet  l'étude  de  quelques  applica- 
tions, tant  numériques  qu'analytiques,  des  dérivées  numériques. 

Une  de  ces  applications  consiste  dans  le  développement  d'une 
fonction  en  série  infinie  de  la  forme 


0(1) 


--0( 


©(3)7^^-- 


0(«: 


I  —  z" 


Comme  cas  particuliers  de  ce  genre  de  développement,  citons  les 
séries 


l  —  i 

=  S  M")  -".  =  - 

\J       ^      '  I  —  Z"  I 


—  2^       I  — 


-h 


-f-  Z^  -\-  Z''  +  z' 


S^(")r 


BULLETIN  DES  SCIENCES 


où  les    fondions  p- (")    sont   les    coefficients   de    la   formule   (5). 
Les  séries  précédentes  conduisent  encore  au  développement  des 
fonctions  en  produits   infinis  d'une  forme  spéciale,  comme,  par 
exemple,  le  développement 


/  T  r  \ 


ne 


et  autres  semblables. 

Les  propriétés  des  fonctions  numériques  permettent  d'effectuer  la 
sommation  de  plusieurs  séries  infinies.  Ainsi  on  obtient 


S 

s 
s 


,    "';7~  "  i'       2' 

I 

I 

r 

7"- 

3= 

~5^' 

"""  b^ 

•  =  6"' 

-■r-    lltl^           I              I 

T 

I 

I 

I 

—2 

1          H-              1-           2- 

3' 

""4^ 

~  5^ 

"^G^ 

~  ■■^75 

=c    >.,(«'           2  77^ 

,       u'    ~3i5' 

^   >»Pv"^_   -'   , 

où  p  ('O  exprime  le  nombre  de  diviseurs  de  l'entier  ii  ; 


s: 


2- 


3^      5^      6-  i5 


On  peut  exprimer  de  la  môme  manière  les  sommes  de  diverses 
séries  infinies,  dépendant  des  nombres  premiers. 

Les  principes  généraux  de  la  théorie  des  dérivées  numériques 
conduisent  aussi  à  la  solution  des  problèmes  généraux  relatifs  a 
l'inversion  des  séries  infinies. 

Comme  exemples,  nous  citerons  les  solutions  des  deux  problèmes 
suivants. 

Exemple  I.  —  Etant  donnée  la  série 


s: 


uf  ;  X"  ]  =fx  -r-  ■j.fx'  -  3fx'  -i- . . .  =  F  (  07  ; 


trouver  le  développement  deV/(x"')   eu   fonction   de  F(x).  Ou 
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obtient  pour  la  solution  la  formule 


,0     ,  a..-2E-,:i-?E;i  v-îr. :. 

r,   a'^O'-c'!]  =^  a  -b         ^c         -. 


Exemple  II.  —  Étant  donnée  la  série 
trouver  le  développement  de  V     ^  f{^")  enfonetion  de 
Tout  calcul  fait,  on  trouve 


Au  problème  de   l'inversion  des   séries   infinies  se  rattache   la 
question  de  l'iiaversion  des  produits  infinis.  Si.  par  exemple, 


on  a  aussi 


On  remarque  encore  que  de  la  série 

m  =  +=0 

S 


I 

cots 

Z  —  ///  ~ 
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découlent  les  séries 

ÏÏ 7 V =  -^  S"  ?.,(.«  +  .)  lang  {'-  r-^^") 


H  =  l 

etc. 


L'auteur  expose  ensuite  les  règles  de  l'inversion  des  séries  dou- 
bles de  la  forme 


§     S  "^(«^  ^)/(«^^)=  |§      ^Z(".  <^)F("^^1 


î;i=1       l'=l 


(/  =  1       i>  —  V 


En  appliquant  ces  règles  à  l'inversion  d'un  tliéorème   connu  de 
Tcliebyclief, 

n(n)  =  T(n)  t(7it)  t(/i^)... 


^j{'l\j{n^y^"^ 


2 

n\  ^1  n 


X.  . . 


où  n(«)  exprime  le  produit  de  tous  les  nombres  naturels,  (i\.T  [n) 
le  produit  de  tous  les  nombres  premiers  inférieurs  à  //,  on  obtient 


Tf/i)  =  n 


n 


q{")q'y) 


ou 


T(«) 


n,«Ufl)n(| 


n(n^)n(^^^7i^^)... 


IV. 

Le  quatrième  Mémoire  a  pour  objet  l'extension  de  la  théorie  des 
dérivées  numériques  dans  son  application  au  développement  des 
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fonctions  en  séries  numériques  de  la  forme 

',61  ^f(«)=S"^:""^V7:' 

11  est  facile  de  voir  que,  pour  obtenir  ces  développements,  il  est 
nécessaire  de  connaître  d'abord  les  développements 


,'7 


.8) 


En  particulier,  on  trouve  que 

par  conséquent,  on  a 

et 

(19)  Z[n]^Mà]'¥{d]=^[q{è]Yf{d). 

L'expression  générale  de  F  (/?)  en  fonction  de  E  i  /  -  sera  donc 

(20)  (  "=«         _ 
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De  cette  manière  il  est  facile  d'obtenir  les  développements  de 

I,  Ey//^,  0(«)  en  fonction  de  Ei /-' 

En  désignant  par  Hi(7?)  le  nombre  de  nombres  primitifs,  c'est- 
à-dire  non  divisibles  par  des  carrés,  on  tire  de  la  formule  (i8)  (') 

(.,)  „,('i)^„,(j),.„,(« 

Des  équations  analogues  ont  lieu  pour  les  nombres  non  divisibles 
par  les  cubes,  les  quatrièmes  puissances,  etc.,  de  sorte  qu'en  dési- 
gnant par  H2  («  ),  113(7?),  ...  les  nombres  respectifs  de  ces  nom- 
bres non  supérieurs  à  /z,  on  obtient  les  relations 

(  22  ) 


Les  fonctions  Hi(/7),  Hsf/z),  H3(7ï),  .  .  .,  H,„[ji)  présentent  ceci 
de  remarquable,  qu'elles  peuvent  servir  à  obtenir  les  développe- 
ments de  diverses  fonctions  numériques  en  séries  dont  elles  consti- 
tuent les  termes. 

La  formule  générale  de  ces  développements  se  présente  sous  la 
forme 

(23)  F(«)-S^'(!7)X/^^^^~^^^^'^^^''^^' 
On  a  en  particulier 

(24)  e{n)r=-^'l{u)l{u)}], 


où  ©(77)  exprime   le  nombre  de   nombres   premiers,  et  où,  pour 
77  =  a'^b'^c'^  on  a  posé 

X  f  71  ]=.f-I  )"•+?'-.'.  2(77]  ^..3. 


(')  BoL'GAÏEF,   Késolndon  d'une  question   numérique.  —   Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  1872,  l.  LXXIV,  n"  7. 
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L'auteur  fait  voir  ensuite  de  quelle  manière  on  peut  déduire  des 
développements  ci-dessus  les  valeurs  asymptotiques  des  fonctions 
numériques,  et  il  examine  les  conditions  dans  lesquelles  cette  dé- 
duction est  possible. 

En  appliquant  ce  qui  précède  à  la  fonction  Hi  (/z),  on  trouve  que 

I  •  6 

sa  valeur  asymptotique  est  —  n. 

Les  formules  (i6)  conduisent  à  deux  formes  diiïérentes  de  la  loi 
des  développements  réciproques.  Une  des  conséquences  de  cette  loi 
est  la  formule 


>^)       s>î")=i-^s^(«î('^:: 


dans  laquelle  ^^{fi)  exprime  le  nombre  de  nombres  plus  petits  que  n 
et  premiers  avec  lui. 

A  la  fin  du  quatrième  Mémoire,  l'auteur  traite  quelques  pro- 
blèmes relatifs  à  la  forme  de  diverses  fonctions  numériques. 

A  la  page  148  du  Mémoire  intitulé  :  Identilés  numériques  en  re- 
lation avec  les  propriétés  du  sj  nibole  E,  l'auteur  a  encore  établi  la 
formule  suivante  : 


(26' 


js[v;">s:""^-'"]-s:"'[-"^s:"^""] 
("=s:'"'^':":'S:""-/.""-s>f"'sr'"^-!«'- 


dans  laquelle  ^{u)  est  une  fonction  constamment  décroissante, 
ç(«)  eXy^[u)  deux  fonctions  arbitraires,  et  y.  une  quantité  satisfai- 
sant à  la  condition  ^(fx)  =0. 

De  cette  formule  on  conclut  l'équation 

-  E-  E-  /-  2 

de  laquelle  on  tire  la  congruence 
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0(n)  représentant  le  nombre  de  nombres   premiers    non   supé- 
rieurs à  71. 

On  obtient  facilement  aussi  la  congruence 

qui  donne  l'idée  de  la  fonction  numérique 


Le  travail  se  termine  par  des  considérations  générales  sur  les 
fonctions  numériques. 


COKCLISION. 


Je  terminerai  ce  Mémoire  par  quelques  considérations  sur  les 
fonctions  numériques.  Quelques-unes  de  ces  considérations  ont  été 
exposées  par  moi  en  i865,  dans  une  Leçon  d'ouverture.  Je  crois 
utile  de  donner  aujourd'hui  quelques  éclaircissements  plus  dé- 
taillés sur  les  principes  qui  m'ont  guidé  dans  mes  recherclies  sur  la 
théorie  des  fonctions  numériques. 

Le  caractère  principal  des  fonctions  numériques  consiste  dans 
leur  manière  spéciale  de  varier  avec  la  variable  dont  elles  dépen- 
dent. Toutes  les  fonctions  considérées  en  Analyse  jouissaient  de  la 
propriété  de  varier  d'une  manière  continue  pour  une  variation  con- 
tinue de  la  variable.  Ces  fonctions  ont  été  appelées  analj  tiques .\^cs 
fonctions  numériques  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété.  On  peut 
leur  donner  le  nom  de  fonctions  non  analytiques  ou  discontinues. 
Une  fonction  analytique  avait  toujours  une  valeur  déterminée 
pour  chaque  grandeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable-,  une 
fonction  numérique  peut  n'admettre  absolument  aucune  valeur 
pour  certaines  grandeui's  de  la  variable.  En  un  mot,  si  l'on  repré- 
sente les  grandeurs  de  la  variable  par  des  points  d'un  plan,  de  ma- 
nière que  les  abscisses  correspondent  aux  parties  réelles  et  les  or- 
données aux  parties  imaginaires,  et  que  l'on  représente  de  même 
sur  d'autres  plans  les  grandeurs  de  la  fonction,  la  définition  la  plus 
générale  d'une  fonction  analytique  consiste  en  ce  que,  pour  aucune 
portion  continue  de  plan  ou  de  ligne,  correspondante  ù  une  varia- 
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lion  de  la  variable,  si  petite  que  soit  cette  portion,  la  fonction  analy- 
tique ne  peut  conserver  une  valeur  constante,  c'est-à-dire  être 
représentée  sur  les  autres  plans  par  un  seul  et  même  point. 

Les  fonctions  numériques  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété.  Il 
arrive  que  non-seulement  la  valeur  d'une  fonction  numérique, 
mais  aussi  celles  de  sa  variable  varient  d'une  manière  discontinue. 

En  présence  de  cette  diiîérence  essentielle  entre  les  propriétés 
fondamentales  de  ces  deux  sortes  de  fonctions,  on  conçoit  que  les 
méthodes  de  l'Analyse  ne  peuvent  pas  être  appliquées  purement  et 
simplement  aux  fonctions  numériques.  L'étude  de  ces  dernières 
exige  l'adoption  des  nouvelles  méthodes  appropriées  à  la  nature 
même  de  ces  fonctions  et  à  leur  définition.  En  outre,  c'est  avec  la 
plus  grande  circonspection  qu'il  faut  émettre  la  prétention  de  de- 
mander à  l'Analyse  numérique  des  méthodes  générales  applicables 
à  toutes  les  fonctions  numériques.  Très-souvent,  en  effet,  il  dépend 
de  notre  volonté  de  faire  varier  une  fonction  discontinue  d'une 
manière  ou  d'une  autre,  sous  telles  ou  telles  restrictions.  La  géné- 
ralité des  méthodes  dans  la  théorie  des  fonctions  numériques  dépend 
en  quelque  sorte  de  ces  restrictions-,  néanmoins,  il  peut  exister  des 
procédés  généraux  de  recherche  pour  tel  ou  tel  groupe  de  fonctions 
numériques,  et  l'on  peut  facilement  se  rendre  compte  du  sens  que 
l'on  doit  attacher  à  une  théorie  de  ces  fonctions. 

Pour  avoir  une  notion  exacte  d'une  fonction  quelconque,  il  faut 
connaître  d'abord  sa  relation  avec  d'autres  fonctions  déjà  connues, 
et  ensuite  sa  manière  d'être  en  présence  de  diverses  conditions  pou- 
vant influer  sur  elle.  Ces  considérations  générales  s'appliquent 
aussi  aux  fonctions  numériques,  et  font  entrevoir  immédiatement 
les  questions  fondamentales  de  la  théorie  de  ces  fonctions.  En  effet, 
la  plupart  des  recherches  relatives  aux  fonctions  numériques  ont 
pour  objet  soit  [a)  d'établir  la  relation  de  ces  fonctions  avec  les 
fonctions  analytiques,  soit  (Z»)  de  trouver  leur  dépendance  vis-à- 
vis  des  autres  fonctions  numériques,  soit  enfin  (c)  d'étudier  des 
relations  entre  les  états  d'une  même  fonction  pour  diverses  valeurs 
de  la  variable. 

La  première  question  qui  se  présente  dans  l'étude  des  relations 
t;utre  les  fonctions  numériques  et  les  fonctions  analytiques  est  la 
suivante  :  Avec  quelle  approximation  et  à  l'aide  de  quelle  fonction 
analytique  peut-on  exprimer  une   certaine  propriété  numérique, 
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dépendante  de  telle  ou  telle  fonction  numérique?  C'est  seulement 
pour  un  très-petit  nombre  de  fonctions  numériques  que  l'on  peut 
poser  ce  problème.  Parmi  celles  qui  s'y  prêtent,  on  doit  citer  les 
fonctions  O  (n)  et  Hi(/z),  exprimant,  l'une  le  nombre  de  nombres 
absolument  premiei'S,  l'autre  le  nombre  de  nombres  non  divisibles 
par  des  carrés,  et  non  supérieurs  à  n. 

La  plupart  des  fonctions  numériques  varient  d'une  manière  tout 
à  fait  irrégulière  ;  néanmoins,  on  remarque  parfois  que  leurs  va- 
leurs moyennes  présentent  une  tendance  de  plus  en  plus  grande  à 
la  régularité. 

Une  expression  analytique  vers  laquelle  converge  à  la  limite  une 
telle  valeur  moyenne  a  été  appelée  par  Diriclilet  expression  asjni- 
ptotique.  L'étude  des  fonctions  numériques,  au  point  de  vue  de  leurs 
expressions  asymptotiques,  permet  de  résoudre  certains  problèmes, 
dont  l'Analyse  est  impuissante  à  donner  la  solution. 

La  question  des  relations  mutuelles  entre  les  fonctions  analyti- 
ques et  les  fonctions  numériques  a  particulièrement  attiré  l'atten- 
tion des  plus  grands  mathématiciens.  Son  étude  approfondie  permet 
d'éclaircir  plusieurs  faits  scientifiques  intéressants-,  mais  elle  ne 
suffit  pas  à  elle  seule  pour  épuiser  toutes  les  ressources  de  la  théorie 
des  dérivées  numériques.  Au  point  de  vue  logique,  les  études  ayant 
pour  objet  la  recherche  des  lois  de  la  dépendance  entre  les  diverses 
fonctions  numériques  constituent  un  des  plus  puissants  moyens 
d'arriver  à  la  définition  et  à  la  connaissance  des  fonctions  numé- 
riques, et  les  travaux  des  savants  dans  cette  direction  sont  motivés 
par  d'importantes  raisons  scientifiques. 

Le  peu  d'attention  qu'on  prête  à  ces  recherches  ne  peut  se  jus- 
tifier que  par  cette  circonstance,  que  ces  recherches  ne  conduisent 
pas  toujours  à  une  méthode  générale,  et  qu'elles  constituent,  en  face 
des  autres  parties  des  Mathématicjues,  un  domaine  à  part,  en  raison 
du  caractère  spécial  de  leurs  procédés. 

Un  reproche  assez  fondé,  qu'on  adresse  à  ces  recherches,  c'est 
qu'ici  on  ne  peut  pas  toujours  passer  d'un  cas  général  à  un  cas  par- 
ticulier et  réciproquement  5  mais  ce  reproche  peut  s'appliquer  aussi 
à  plusieurs  parties  de  l'Analyse.  Par  le  développement  de  la  théorie 
des  dérivées  numériques,  cet  inconvénient  disparait  peu  à  peu,  et 
de  ce  développement  se  dégagent  des  vérités  de  plus  en  plus  déter- 
minées et   régulières.    Le    matériel    scientifique  qui    forme  cette 
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I)ranche  des  Mathématiques  commence  un  peu  à  la  fois  à  s'orga- 
niser en  une  théorie  ordonnée  et  systématique. 

A  la  question  des  relations  mutuelles  entre  les  fonctions  numéri- 
ques se  rattache  directement  la  question  delà  dépendance  mutuelle 
entre  les  séries  infinies.  De  la  considération  des  coefficients  de  ces 
séries  on  peut  au  moins  déduire  plusieurs  propriétés  des  fonctions 
numériques.  A  ce  point  de  vue  la  théorie  des  fonctions  numériques 
est  intimement  liée  avec  l'Analyse.  Plusieurs  théorèmes  sur  les 
fonctions  numériques,  déduits  de  la  considération  des  séries  infi- 
nies, se  démontrent,  dans  la  théorie  des  fonctions  numériques,  par 
une  autre  voie.  Ici  il  importe  d'attirer  l'attention  sur  cette  circon- 
stance, que  non-seulement  plusieurs  propositions  de  la  théorie  des 
fonctions  numériques  peuvent  s'établir  au  moyen  de  l'Analyse, 
mais  que  réciproquement  aussi  des  vérités  démontrées  en  Analyse 
peuvent  se  déduire  de  considérations  appartenant  au  calcul  nuuié- 
lique;  mais  il  est  impossible  de  ne  pas  remarquer  que  le  passage 
(les  conclusions  relatives  aux  fonctions  numériques  aux  conclusions 
s'appliquant  aux  fonctions  analytiques  n'a  ordinairement  lieu  que 
pour  des  hypothèses  particulières  quelconques,  relatives  à  la  va- 
riable. Pour  obtenir  ce  passage,  l'expression  analytique  ou  numé- 
rique doit  très-souvent  être  considérée  à  la  limite. 

L'idée  de  continuité  constitue  le  caractère  principal  des  fonctions 
analytiques.  Grâce  aux  travaux  des  mathématiciens  éminents,elle  a 
été  développée  en  une  série  de  brillantes  théories  mathématiques, 
lesquelles  ont  conduit  aune  étude  générale  et  féconde  des  fonctions 
analytiques. 

Les  glands  géomètres  ont  utilisé  les  propriétés  de  ces  fonctions 
pour  l'explication  des  phénomènes  de  la  nature-,  ils  n'ont  pu  le 
faire  qu'autant  que  ces  phénomènes,  considérés  entre  les  limites  de 
certaines  hypothèses,  étaient  continus. 

L'idée  de  continuité  n'épuise  pas  cependant  toutes  les  sortes  de 
relations  qui  peuvent  conduire  à  la  vérité  mathématique.  La  dis- 
continuité, déterminée  par  telles  ou  telles  conditions,  olîre  aussi 
un  grand  nombre  de  directions  à  l'exploration. 

Cette  idée,  qui  se  manifeste  dans  le  simple  calcul  des  nombres 
naturels,  où  elle  caractérise  toute  une  série  d'opérations,  devient 
aussi  une  source  de  nouvelles  et  remarquables  propriétés  des  gran- 
deurs. Elle  donne  naissance  à  des  fonctions  d'un  genre  spécial,  qui 
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nous  dévoilent  de  nouvelles  lois  et  de  nouvelles  relations.  L'idée 
de  continuité  n'a  qu'une  définition.  La  discontinuité  peut  être  très- 
variée. 

Voilà  pourquoi  les  procédés  de  l'Analyse  numérique  sont  plus  va- 
riés, et  pourquoi  les  vérités  relatives  aux  fonctions  numériques 
présentent  plus  de  voies  diverses  à  l'investigation.  La  continuité 
même  peut  être  envisagée  comme  un  cas  particulier  de  la  discon- 
tinuité, où  les  variations  sont  infiniment  petites  et  les  intervalles 
des  valeurs  égaux. 

D'après  ce  qui  précède,  il  n'est  pas  étonnant  que  l'Analyse  nu- 
mérique forme,  pour  ainsi  dire,  un  arsenal  matliématique  de  mé- 
thodes diverses  de  reclierches.  Conduisant  à  des  résultats  indépen- 
dants, elle  permet  de  résoudre  certains  problèmes  insolubles  à  l'aide 
des  méthodes  analytiques:  le  calcul  numérique  élargit  et  étend  les 
ressources  de  l'Analyse. 

Pour  mieux  faire  comprendre  la  difficulté  des  problèmes  numé- 
riques et  leur  dissemblance  avec  les  questions  analytiques,  compa- 
rons un  problème  d'Analyse  avec  le  problème  arithmétique  corres- 
pondant. 

En  cherchant  le  volume  d'un  cylindre  droit  en  fonction  du  rayon 
de  sa  base  et  de  sa  hauteur,  on  a  affaire  à  une  fonction  analytique. 
Le  champ  des  questions  que  l'on  peut  poser  relativement  à  ce  cas 
est  très-restreint;  mais  il  en  sera  autrement  si,  au  lieu  du  volume, 
on  cherche  la  fonction  numérique  exprimant  le  nombre  des  sphères 
qui  peuvent  être  contenues  dans  un  cylindre  donné. 

Cette  fonction  numérique,  dans  sa  variation  discontinue,  dépend 
non-seulement  de  la  hauteur  et  du  rayon  du  cylindre,  mais  encore 
du  rayon  des  sphères  et  de  leur  mode  de  disposition.  Ce  problème 
se  présente  sous  des  aspects  qui  exigent  des  moyens  spéciaux  de 
recherche.  11  se  compliquera  encore  davantage  si  les  corps  remplis- 
sant le  cylindre  sont,  au  lieu  de  sphères,  des  ellipsoïdes  ou  des  corps 
irréguliers.  Comparativement  au  problème  analytique,  ce  problème 
numérique  est  donc  plus  complexe,  plus  varié  et  plus  diflicile. 

Toutes  les  fonctions  numériques  peuvent  se  diviser  en  deux 
classes,  selon  le  rapport  qui  existe  entre  le  mode  de  variation  de  la 
fonction  et  celui  de  la  variable.  A  la  première  classe  appartiennent 
les  fonctions  variant  d'une  manièi^e  discontinue,  tandis  que  leur 
variable  peut  prendre  un  accroissement  continu.  Parmi  ces  fonc- 
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lions,  il  faut  classer  les  fonctions  0  (/z),  Hj  [n)  et  toutes  les  fonc- 
tions qui  dépendent  du  symbole  E. 

A  la  seconde  classe  appartiennent  les  fonctions  numériques  qui, 
aussi  bien  elles-mêmes  que  leurs  variables,  varient  d'une  manière 
discontinue,  les  fonctions,  en  un  mot,  qui,  par  la  nature  de  leur 
définition,  n'existent  que  pour  certaines  valeurs  de  la  variable.  A 
cette  classe  appartiennent  les  fonctions 

X,  (n)  =DvE  y'«  —  Ey/zi—  i), 
qln]  =DE-  ='D-{n). 

Dans  ces  fonctions,  n  ne  peut  admettre  que  des  valeurs  entières. 
Pour  71  fractionnaire  ces  fonctions  n'ont  aucune  signification. 

Les  fonctions  de  la  première  classe  ressemblent  de  près  aux  fonc- 
tions analytiques  ;  le  caractère  de  continuité  s'y  conserve  encore 
pour  le  mode  d'accroissement  de  la  variable.  Dans  les  méthodes 
emplo^'ées pour  leur  investigation, elles  présentent  plusieurs  points 
communs  avec  les  fonctions  analytiques.  Leur  étude  ofire  moins  de 
difficulté -,  leur  tliéorie  se  prête  mieux  à  un  arrangement  ordonné 
et  systématique.  On  pourrait  les  appeler  senii -analytiques. 

L'étude  des  fonctions  de  la  seconde  classe  devient  beaucoup  plus 
facile  toutes  les  fois  qu'on  peut  les  ramener  aux  fonctions  de  la 
première  classe.  On  y  parvient  souvent  en  réunissant  ensemble  un 
nombre  suffisant  de  fonctions  de  la  seconde  classe.  Ainsi  la  fonc- 
tion p  (;«),  qui  exprime  le  nombre  de  diviseurs  du  nombre  entier  /i, 
appartient  ta  la  seconde  classe,  tandis  que  la  fonction 


S 


I  2  s 


est  déterminée  à  l'aide  d'expressions  dépendant  du  symbole  E. 

Sous  cette  forme,  (J  [n)  peut  être  calculée  pour  toutes  les  va- 
leurs de  /z,  et  appartient  aux  fonctions  numériques  de  la  première 
classe. 

De  cette  manière,  une  fonction  de  la  première  classe  peut  être 
considérée  comme   un  cliaînon  intermédiaire  entre  les  fonctions 
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analytiques  et  les  fonctions  de  la  seconde  classe.  Dans  le  calcul  nu- 
mérique, l'étude  des  fonctions  semi-analytiques  doit  être  placée  au 
premier  plan.  A  ce  point  de  vue,  la  théoj'ie  du  sjmbole  E  doit 
former  la  matière  première  de  l'Analyse  numérique  :  c'est  par  elle 
qu'on  doit  commencer  l'étude  des  fonctions  arithmétiques. 

Après  la  théorie  du  symbole  E  doit  venir  la  théorie  des  dérivées 
numérujues .  Cette  théorie  donne  naissance  à  plusieurs  fonctions  de 
la  seconde  classe,  et  met  en  évidence,  d'une  manière  rigoureusement 
systématique,  un  grand  nombre  de  leurs  propriétés.  La  notion  de 
l'intégrale  numérique  relie  ces  deux  parties  en  un  seul  tout,  et  la 
méthode  de  l'intégration  numérique  sert  d'instrument  principal  à 
l'étude  de  plusieurs  fonctions  numériques. 

Les  fonctions  numériques  peuvent  être  considérées  et  comme 
résultat  et  comme  base  d'une  nouvelle  espèce  d'opérations,  pouvant 
former  elles-mêmes  l'objet  d'une  étude  indépendante.  Povu^  relier 
par  la  notion  de  fonction  toutes  les  parties  des  iNIatliématiques,  il 
est  nécessaire  d'étendre  la  définition  même  de  la  fonction  et  de  la 
rendre  plus  générale.  Une  fonction  doit  être  envisagée  comme  un 
résultat  de  telle  ou  telle  classe,  de  telle  ou  telle  succession  d'opéra- 
tions, sans  se  préoccuper  si  ce  résultat  exprime  une  certaine  gran- 
deur ou  s'il  se  présente  sous  une  forme  symbolique. 

A  ce  point  de  vue,  les  Mathématiques  seront  une  science  des 
ibnctions,  dont  le  calcul  numérique  formera  une  partie  essentielle 
et  indispensable.  ]y.-V.  Bougaïef. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

NOUVELLES  ANNALES    de  Mathématiques,   rédigées  par  MM,   Gero.no  et 
Ch.  Brisse. 

T.  XIV  (2"  série),  août-décembre  1875  ('). 

Vachette.  —  P ernuilalions  rectiligiies  de  iq  lettres  égales 
deux  à  deux,  ou  trois  lettres  coJisécuti\.'es  sont  toujours  distinctes. 
(a  art.,  21  p.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  IX,  p.  173. 
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Suite  d'un  article  publié  daus  le  t.  XIII,  2®  série,  p.  549-  Les 
notations  très-spéciales  employées  par  l'auteur  rendent  fort  pénible 
la  lecture  de  son  étude  sur  les  permutations,  pour  les  personnes  qui 
ne  sont  pas  déjà  parfaitement  au  courant  de  ses  précédents  travaux 
sur  le  même  sujet.  C'est  peut-être  un  inconvénient,  surtout  dans 
un  Recueil  périodique,  tel  que  les  lYoui^elles  annales,  dont  on  ne 
doit  pas  supposer  que  chaque  lecteur  possède  la  collection  com- 
plète. 

JuLLiEN  (A.).  —  Ellipse  considérée  comme  projection  oblique 
d'un  cercle.  Construction  simplifiée  des  axes  d'une  ellipse  dont 
on  confiait  deux  diamètres  conjugués.  (  2  art.,  5  p.) 

Gambey.  —  Extrait  d'une  Lettre. 

Remarques  et  énoncés  sur  certaines  propriétés  du  triangle,  dans 
lesquelles  figurent  les  hauteurs. 

Barbarie  (P-)-  —  Extrait  d'une  Lettre. 

L  1  L 

Enoncés  de  propriétés  appartenant  à  la  courbe  x^  -^J"  =  '^^  ' 

De  Virieu.  - —  Théorème  d'algèbre.  (2  p.) 

L'énoncé  de  ce  théorème  est  le  suivant  : 

c(  m  et  p  étant  des  entiers  positifs  tels  que  m^p^  démontrer  que 

X-"  —  I  X-"-'  —  I  x-"-^'-P  —  I 


X  —  I         X'  —  I  xi' 


est  une  fonction  entière  de  x. 


JNiEWENGLowsKi  (B.).  —  JYote  sur  les  centres  de  granité  des 
surfaces  et  des  volumes  de  réi^olution.  (2  p.) 

L'auteur  démontre  dans  cette  Note  le  théorème  que  voici  : 
«  Si  une  courbe  quelconque  tourne  autour  d'un  axe  situé  dans 
son  plan,  les  centres  de  gravité  du  fuseau  et  du  coin  qu'elle  en- 
gendre décrivent  des  courbes  semblables,  et  ces  courbes  restent 
semblables  à  elles-mêmes  quand  on  change  la  courbe  méri- 
dienne.  )) 

Laurent  (H.).  —  Questions,  (i  p.) 

Enoncés  de  six  questions  concernant  certains  développements. 

André  (D.).  — Sur  l' équation  du  troisième  degré.  (3  p.) 
L'auteur   étudie  dans   cet   article  les   conditions  de  réalité  des 

racines   d'une   équation   du   troisième    degré,    écrite   sous    forme 

complète. 

Bull,  des  Sciences  mathém,  et  astroii.,  i.  X.  (Janvier  1876.)  J 
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Desboves.  —  Démonstration  élémentaire  des  formules  qui  don- 
nent la  somme  des  puissances  m  de  deux  nombres  en  fonction 
de  la  somme  et  du  produit  de  ces  nombres,  et  cos ma ^  s'mma 
en  fonction  d'une  seule  des  deux  lignes  s\na  ou  cos«.  (6  p.) 

Cette  démonstration  repose  essentiellement  sur  la  considération 
de  certains  tableaux  arithmétiques,  analogues  au  triangle  de  Pascal. 
Nous  croyons  qu'il  y  a  là  un  moyen  de  reclierclies  qui  peut  être 
très-fécond  en  ce  qui  regarde  la  théorie  des  combinaisons  et  l'Ana- 
lyse indéterminée. 

Lemonkier  (H.).  —  Sur  la  transformation  des  équations  du  se- 
cond degré  à  deux  et  à  trois  variables.  (28  p.) 

L'auteur  a  publié  sur  le  même  sujet,  en  se  plaçant  à  un  point  de 
vue  un  peu  diiïerent,  un  Mémoire  :  Sur  la  transformation  des 
formes  quadratiques,  inséré  dans  \e  Bulletin  de  la  Société  3Iathé- 
malique  de  France,  t.  III,  p.  48-  Ici  les  considérations  géomé- 
triques tiennent  une  plus  large  place.  Nous  doutons,  pour  notre 
compte,  que  la  Géométrie  analytique  puisse  tirer  grand  profit  de 
ces  théories,  qui  conduisent  à  des  formules  nombreuses  et  souvent 
fort  comjîliquées.  L'intérêt  qui  s'y  attache  est  surtout  algébrique. 

L'article  de  M.  Lemonnier  se  termine  par  la  démonstration  d'un 
théorème  de  M.  Hermite  sur  le  passage  d'une  forme  à  une  autre. 

Rey  (C).  —  De  la  Tachymétrie.  (5  p.) 

Critique,  fort  sensée,  à  notre  avis,  d'une  méthode  que  veut  im- 
planter M.  Lagout  sous  le  nom  de  Tachjmétrie,  et  par  laquelle 
l'inventeur  prétend  enseigner  en  trois  leçons  la  Géométrie  entière. 
M.  Rey  résume  son  appréciation  dans  les  lignes  suivantes  : 

«  La  Géométrie  est  la  science  qui  apprend  à  raisonner  juste, 
même  sur  des  figures  qui  sont  fausses,  tandis  que  la  Tachymétrie 
est  un  art  qui  apprend  à  raisonner  faux  ,  même  sur  des  figures 
qui  sont  ju.stes.    » 

Vachette.  —  Permutations  rectilignes  de  o.q  lettres  égales 
trois  à  trois ,  quand  deux  lettres  consécuti<^>es  sont  toujours  dis- 
tinctes. (20  p.) 

Continuation  des  deux  articles  analysés  ci-dessus,  et  relatifs  aux 
permutations  de  2*7  lettres.  Les  observations  faites  plus  haut  sub- 
sistent ici  en  leur  entier. 
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Faure  (H.}.  —  Questions  proposées.  (2  p.) 
Enoncés  de  quatre  théorèmes  concernant  les  surfaces  du  second 
ordre. 

FoNTENÉ  (G.).  —  TJiéorème  pour  la  discussion  d'un  système 
de  n  équations  du  premier  degré  à  n  incojinues .  (6  p.) 

Ce  théorème,  dont  l'énoncé  est  trop  étendu  pour  pouvoir  être 
reproduit  ici,  s'appuie  essentiellement  sur  la  considération  des  dé- 
terminants mineurs. 

Llxas  (E.).  —  De  quelques  nouvelles  formules  de  sommation. 
(8  p.) 

Dans  ces  formules,  figurent  principalement  les  sommes  S,„  des 
f,ii<^raes  puissances  des  x  premiers  nombres  entiers.  On  peut  voir 
aussi  sur  ce  sujet  : 

Cours  d'Analjse  de  Sturni,  t.  II,  p.  Sjj;  Note  VI.,  par 
M.  Prouhet; 

Traité  de  Calcul  différentiel  àe.  M.  Bertrand,  t.  I,  p.  352-, 

Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1"  série,  t.  IX,  p.  ^g.,  et 
t.  X,  p.  81  et  1 17. 

Desboves.  —  Formules  proposées .  (2  p.) 

Ces  formules  se  rapportent  aux  cercles  qui  sont  en  même  temps 
tangents  au  cercle  circonscrit  à  un  triangle  et  inscrits  dans  l'un 
des  angles  du  ti'iangle. 

Llcas  (E.).   —    Questions   d' Analyse   indéternnnée.    (2  art., 

2  P;) 

Enoncés  de  treize  cjuestions  sur  l'Analyse  indéterminée,  du  second 
degré  principalement. 

Terrier  (P.).  —  Quadrilatères  et  sections  coniques.  (9  p.) 
Cet  article  contient  vingt-cinq  théorèmes,  relatifs  aux  quadrila- 
tères complets.  Parmi  les  propriétés  énoncées,  il  en  est  une,  relative 
au  quadrilatère  inscrit  à  diagonales  rectangulaires,  qui  parait  spé- 
cialement digne  d'attention.  Elle  consiste  en  ce  cjue  les  milieux  des 
quatre  côtés  et  les  pieds  des  quatre  hauteurs  sont  situés  sur  la  cir- 
conférence d'un  même  cercle,  que  l'on  peut  désigner  sous  le  nom 
de  cercle  des  huit  points,  et  qui  offre  de  l'analogie  avec  le  cercle  des 
neuf  points,  dans  le  triangle. 

3. 
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Lucas  (É.)-  —  '^"''  ^^  décomposidon  des  yiomhres  en  fadeurs 
premiers.  [i  p.) 

Emploi  des  Tables  de  logarithmes  pour  effectuer  la  décomposi- 
tion d'un  nombre,  ou  pour  reconnaître  si  ce  nombre  est  premier. 

More  AU  (C).  ■ —  Questions,  (i  p.) 

Enoncés  de  trois  questions  d'Analyse  algébrique. 

LiGuiKE  (V.).  - —  Sur  les  systèmes  de  tiges  articulées .  (32  p.) 

Les  systèmes  de  tiges  articulées  sont  devenus  l'objet  d'une  faveur 
toute  spéciale  depuis  l'invention  si  remarquable  du  lieutenant- 
colonel  Peaucellier,  laquelle  remonte  à  plusieurs  années.  La  plu- 
part des  dispositifs  inventés  depuis  lors  ont  été  présentés  comme 
des  combinaisons  distinctes.  Dans  la  pi'ésente  Note,  M.  Lignine 
s'est  proposé  d'étudier  ces  systèmes  à  un  point  de  vue  complètement 
général.  Il  examine  surtout  les  propriétés  des  systèmes  à  six  tiges, 
en  indique  un  dont  les  dispositions  connues  à  six  tiges  ne  sont  que 
de  simples  cas  particuliers,  et  passe  enfin  rapidement  en  revue  tous 
les  systèmes  connus  à  six  tiges. 

Nous  croyons  que  la  lecture  du  travail  de  M.  Lignine  sera  pleine 
d'intérêt  pour  toutes  les  personnes  qui  désirent  s'occuper  de  ce 
genre  de  questions.  Sur  ce  sujet  on  peut  consulter  encore  les 
sources  suivantes  : 

Revue  scientifi(]ue,  i^  série,  4*^  année,  p.  490  et  suivantes.  — 
Revue  scientifiijue,  p.  64o.  —  Mémoires  de  la  Société  d' Emulation 
du  Doubs,  i8j5.  —  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de 
France,  t.  III,  p.  17.  —  Bulletin  de  l' académie  de  Saint-Pé- 
tersbourg, t.  XVI,  1871.  —  Nouvelles  Annales,  années  1864  et 
1873.  -—  Association  française  pour  l' avancement  des  Sciences  : 
Compte  rendu  du  Congrès  de  Lille,  1874- 

Nous  croyons  savoir  que  M.  Lignine  a  fait  une  Communication 
analogue,  à  la  quatrième  session  de  V  Association  française  pour 
V avancement  des  Sciences  (Congrès  de  Nantes,  1870),  dont  le 
compte  rendu  n'est  pas  encore  publié. 

Chadu  (C).  —  Théorème  de  Géométrie.  (2  p.) 
Propriété  du  quadrilatère  gauche.  A.  L. 
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MONTHLY  NOTICES  of  tue  Royal  Astroxomical  Society  of  London  ('). 
T.  XXXV;  1874-1875. 

KoYfnibre  1871. 

AiRY  (G.-B.).  — Préparatifs  pour  V observation  du  passage  de 
Vénus,  du  8-9  décembre  \%']f\. 

Parlant  d'abord  de  l'expédition  de  lord  Lindsay,  l'Astronome 
Royal  annonce  que  son  assistant,  M.  Gili,  est  parti  pour  Maurice  sur 
le  navire  de  guerre  le  Shearwater ,  avec  quarante-trois  chrono- 
mètres destinés  à  lui  donner  la  longitude  de  cette  station. 

(A)  Station  d'Egypte.  —  Au  lieu  d'Alexandrie,  comme  poste 
principal,  M.  Brown  a  adopté  la  ville  du  Caire,  qui  est  bien  plus 
favorable  au  point  de  vue  climatérique,  ou  plutôt  un  point  très-voisin 
du  Caire,  sur  les  montagnes  de  Mokattam.  Un  câble  télégraphique 
relie  directement  Alexandrie  et  Portlicurno,  petite  ville  du  Cor- 
nouailles-,  d'autre  part,  Alexandrie  se  trouve  réunie  aussi  au  Caire 
par  un  fil. 

De  son  côté,  INI.  le  capitaine  Abney  s'est  installé  avec  le  plioto- 
liéliograplie  à  Tlièbes,  qui  parait  être  la  meilleure  station  au  point 
de  vue  photographique. 

En  outre,  des  communications  télégraphiques  doivent  être  éta- 
blies entre  le  Caire  et  Suez,  et,  s'il  est  possible,  entre  Suez  et  Aden 
et  de  là  à  Maurice. 

(B)  Iles  Sandwich.  —  Ces  stations  sont  les  plus  importantes  : 
leur  direction  a  été  confiée  au  capitaine  Tupmann.  Il  doit  y  former 
trois  postes  :  1°  au  centre,  à  Honolulu  ;  2°  à  l'est,  à  Owhyhce  5 
3**  à  l'ouest,  à  Atooi.  La  station  d'Honolulu  possède  seule  les  in- 
struments propres  à  donner  sa  longitude,  instrument  des  passages 
et  altazimut;  les  positions  des  deux  autres  points  sei'ont  obtenues 
par  des  transports  de  chronomètres  effectués  par  les  steamers 
locaux.  M.  Airy  annonce  que  le  capitaine  Tupmann  est  arrivé  à  des- 
tination et  qu'il  y  a  reçu  l'accueil  le  plus  cordial. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  IX,  p.  107. 
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(C)  Ile  Rodrigues.  —  L'ile  Rodrigues,  où  doit  s'installer  la 
quatrième  cxpédilion  anglaise,  ne  possède  point  de  port  de  débar- 
quement touchant  à  la  terre.  Pour  y  arriver,  il  faut  franchir  un 
récif  de  corail  que  les  eaux  basses  laissent  à  sec,  mais  que  les  hautes 
eaux  ne  recouvrent  qu'incomplètement  5  de  telle  sorte  que  les  in- 
struments ont  dû  être  transportés  dans  de  petits  bateaux  qu'on 
hissait,  pour  ainsi  dire,  au-dessus  du  récif.  D'ailleurs  cette  sta- 
tion a  été  reliée  à  celle  de  Maurice  par  le  Shearwater,  aux  chrono- 
mètres duquel  ont  été  comparés  ceux  de  Rodrigues. 

(D)  Nouvelle-Zélande.  ■ —  On  n'a  pas'  encore  de  nouvelles  de 
l'expédition  de  JNouvelle-Zélande  \  elle  doit  s'établir  à  Christchurch 
près  de  Port-Lyttleton.  Elle  déterminera  directement  sa  longitude 
au  moyen  des  instruments  convenables,  et  se  reliera  par  le  télé- 
graphe de  l'ile  avec  Wellington  et  l'Observatoire  de  Hutt,  dont  les 
longitudes  sont  connues  déjà,  ainsi  qu'avec  la  station  allemande 
établie  à  Blulf-Port,  à  la  pointe  ouest  de  l'île. 

(E)  lie  de  Kergueleji.  —  Une  portion  des  observateurs  de  Ker- 
guelen  fit  route  avec  les  observateurs  de  Rodrigues  jusqu'au  Cap  de 
Bonne-Espérance 5  là  seulement  ils  se  séparèrent^  mais  le  navire 
qui  devait  prendre  le  P.  Perry  et  ses  assistants  pour  les  conduire 
à  Kerguelen  n'était  point  encore  arrivé,  par  suite  d'un  accident 
survenu  à  son  hélice.  L'amirauté,  informée  de  ce  fait,  envoya  sans 
délai  le  Kolage  à  leur  disposition;  mais  de  nouveaux  accidents 
lui  survinrent,  .^i  bien  cjue  la  mission  de  Kerguelen  n'arriva  à  des- 
tination que  le  1 8  septembre.  Elle  doit  y  établir  deux  stations,  l'une 
à  Christmas-llarbour  et  l'autre  en  un  point  encore  inconnu. 

En  résumé,  la  Grande-Bretagne  a  établi  neuf  stations  :  deux  en 
Egypte,  trois  dans  les  lies  Sandwich,  une  à  Rodrigues,  deux  à  l'ile 
Kerguelen,  et  une  en  Nouvelle-Zélande, 

Galle.  —  Sur  les  ohservadojis  de  Flora,  faites  en  vue  de  déter- 
miner la  parallaxe  solaire. 

Trois  Observatoires  de  l'hémisphère  austral  (ceux  de  Cordoba, 
de  Melbourne  et  du  Cap  de  Bonne-Espérance)  et  neuf  de  l'hémi- 
sphère boréal  ont  pins  part  à  ces  observations  \  aussi  la  valeur  de  la 
parallaxe  peut-elle  être  obtenue  à  l'aide  de  quarante-trois  étoiles 
de  comparaison  dilférentes.  La  moyenne  diilère  peu  du  nombre 
8",  855,  qu'ont  donné  les  observations  de  mars  en  1862,  et  de  la 
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valeur  la  plus  probable  8", 85  obtenue  par  M.  Newcomb  (*)  :  elle 
est  égale  à  8",  928  5  mais,  si  l'on  élimine,  d'ailleurs  tout  à  fait  arbi- 
trairement, les  observations  faites  avec  treize  étoiles  où  le  désaccord 
surpasse  0^,75,  le  résultat  final  est 

8", 858. 
JoHKSON  (S.-J.).  —  Sur  il' anciennes  éclipses  observées  en  Chine. 

Brett  (J.).  —  Remarques  sur  certaijies  particularilés  des  éclipses 
de  Soleil  et  leur  application  à  la  question  de  V atmosphère  lunaire. 

HoLDEN  (E.-S.).  —  Sur  les  satellites  d' Uranus . 

Lassell  (W.).  —  Réponse  à  la  Note  précédente. 

Après  de  nombreuses  années  d'observations,  Sir  ^\  illiam  Her- 
scbel  a  admis  que  la  planète  qu'il  avait  découverte  était  accom- 
pagnée de  six  satellites,  dont  voici,  d'après  cet  astronome,  les  du- 
rées de  révolution,  dans  l'ordre  des  distances  à  la  planète  : 

,i       !i 
1 5.21 

IL, 8.18 

m 10.23 

IV i3.ii 

V 33. or 

VI 107. iG 

Mais  il  résulte  des  Mémoires  mêmes  d'Herscliel  que  l'existence 
des  dillérents  satellites  est  loin  d'avoir,  pour  cliacun  d'eux,  la  même 
certitude. 

Les  satellites  II  et  IV,  que  W.  Herscliel  a  découverts  les  premiers, 
le  II  janvier  1787,  et  qu'il  appelle  constamment  le  premier  et  le 
second,  existent  bien  certainement^  l'astronome  de  Slougli  les  a 
observés  constamment  du  1 1  janvier  1787  au  aS  mai  18105  son  fils 
les  a  suivis  de  1828  à  18325  depuis  Lamont,  O.  Struve,  Lassell 
(cet  astronome  les  appelle  Titania  et  Oheron),  Holden  et  jNewcomb 
les  ont  fréquemment  étudiés. 

On  n'en  saurait  dire  autant  des  quatre  autres,  dont  Herscliel 
annonça  l'existence  à  la  Société  Royale  le  i4  décembre  1797.  La 
lecture  des  Mémoires  d'Herscliel,  insérés  dans  les  Philosophical 
Transactions  pour  1798  et  181 5,  prouve  que  : 

(')   Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  89,  et  t.  HI,  p.   274. 
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i"  Le  satellite  I  a  été  observé  par  lui  les  i8  janvier  1790, 
2y  mars  1794^  i5  février  1798  et  27  avril  1801. 

2°  Le  satellite  III  a  été  vu  deux  fois  seulement  les  26  et  27  mars 

Ï794- 

3°  Quant  aux  satellites  V  et  VI,  Herscliel  n'en  a  annoncé  l'exis- 
tence qu'en  se  fiant,  comme  il  le  dit  lui-même,  «  à  son  extrême 
habileté  pour  voir  les  astres  faibles,  l'existence  de  ces  satellites 
pouvant  exciter  quelques  doutes  dans  l'esprit  des  personnes  très- 
scrupuleuses  »  (*). 

11  a  cru  les  voir,  et  en  a  soupçonné  l'existence  un  certain  nombre 
de  fois,  entre  autres  et  pour  la  première,  le  9  février  1790  pour  le 
satellite  Y,  et  le  28  février  1794  pour  le  satellite  VI. 

Sir  John  Herscliel,  quant  à  lui,  ne  trouve  ni  dans  ses  observations, 
ni  dans  celles  de  son  père,  aucune  preuve  certaine  de  l'existence 
d'autres  satellites  que  les  deux  premiers. 

En  1847,  ^Ij^I-  Otto  Struve  et  Lassell  étudièrent  le  système 
d'Uranus.  Ils  virent  chacun,  outre  les  deux  premiers  d'Herschel, 
un  troisième  satellite  -,  mais  Struve  admet  quatre  jours  environ  pour 
la  durée  de  sa  révolution,  tandis  que  Lassell  lui  trouve  une  durée 
de  révolutions  d'environ  deux  jours.  Qu'étaient  ces  deux  astres? 

Lassell  résolut  la  question,  en  i85i,  avec  son  télescope  de  2  pieds 
(0^,67)  d'ouverture  et  20  pieds  (6^,71)  de  foyer,  à  Liverpool 
d'abord  et  à  Malte  ensuite.  Il  revit  assez  aisément  les  deux  sa- 
tellites II  et  IV  [premier  et  second)  d'Herschel,  qu'il  appela 
Titania  et  Oheron;  mais,  au  lieu  des  quatre  astres,  qu'il  ne  put 
jamais  apercevoir,  il  en  découvrit  deux  nouveaux  plus  rapprochés 
de  la  planète  et  qu'il  appela  Ariel  et  Uinbriel;  de  sorte  que,  si  l'on 
ne  disposait  que  des  observations  de  M.  Lassell,  le  système  d'Uranus 
serait  composé  comme  il  suit  : 

j        11         m        s 

Ariel  avec  une  révolution  de 2. 12.29.20,7 

Umbriel                 »                   4-   3. 28.   7,5 

Tiiania                   »                   8. 16. 56. 25, 6 

Oberon                 »                  i3. 11.  6.55,4 


(')  Ih  siich  délicate  observations  as  thèse  of  the  additional  satellites,  there  may  poss- 
ibly  arise  some  doubts  with  those  wlio  are  very  scrupulous;  but  as  I  hâve  been  niuch 
in  the  habit  of  seeing  very  small  and  dim  objects,  I  hâve  not  been  detained  from 
publishing  thèse  observations  sooner,  on  account  of  the  least  uncertainty  about  the 
existence  of  thèse  satellites.  {Philosophical  Transactions  Jor  1798,  p.  66.) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  41 

Oberon  etTitania  étant  les  plus  brillants  et  ayant  à  peu  près  un 
éclat  égal,  Ariel  était  moitié  moins  brillant  que  les  premiers  et 
Umbriel  était  le  plus  faible. 

Tout  récemment  enfin,  MM.  Newcomb  et  Holden  (*)  ont  repris 
l'étude  de  cette  question,  avec  le  grand  équatorial  d'Alvan  Clark 
(26  pouces  =  o™,66  d'ouverture)  à  l'Observatoire  Naval  de  Wasli- 
ington.  Pendant  la  longue  série  de  leurs  cinq  mois  d'observations, 
ils  n'ont  pu,  eux  aussi,  apercevoir  que  les  quatre  satellites  signalés 
par  M.  Lassell,  observant  soit  avec  son  télescope  de  2  pieds,  soit 
avec  son  télescope  de  4  pieds  (i*",  34)  d'ouverture  :  MM.  Newcomb 
et  Holden  en  conclurent  que  ces  satellites  étaient  les  seuls  que  pos- 
sédât Uranus. 

Mais  M.  Holden  voulut  interpréter  les  anciennes  observations 
de  Sir  William  Herscliel  sur  les  quatre  satellites  additionnels.  Pour 
cela,  il  se  servit  des  Tables  calculées  par  M.  Newcomb  à  l'aide  des 
observations  de  M.  Lassell,  à  Malte,  en  i85i,  1802  et  i853.  Il  ar- 
riva ainsi  à  prouver,  tout  au  moins  d'une  façon  spécieuse,  que  le 
satellite  aperçu  par  Herscliel  les  18  et  20  janvier  1790  et  le  l'j  avril 
1801  n'était  autre  que  celui  que  M.  Lassell  appela  plus  tard  Um- 
briel, et  que  le  satellite  vu  par  l'astronome  de  Slougli,  le  27  fé- 
vrier 1794^  était  r Ariel  de  ]\L  Lassell,  tandis  qu'au  contraire 
toutes  les  autres  observations  indiquées  dans  le  Mémoire  d'Her- 
scliel  se  rapportaient  à  des  étoiles  fixes. 

De  même,  d'après  lui,  ^1.  O.  Struve  aurait  vu  Umbriel  en  une 
ou  deux  occasions  (i"^""  novembre  et  i^""  décembre  1847). 

Se  fondant  sur  ces  déductions,  M.  Holden  arrive  à  la  conclu- 
sion que,  en  fait,  sir  William  Herscliel  est  réellement  Vinue/itew 
des  satellites  Ariel  et  Umbriel,  tout  aussi  bien  que  de  Titania  et 
d'Oberon. 

C'est  contre  cette  conclusion  que  réclame  M.  Lassell,  et  sa  re- 
vendication ne  nous  parait  point  douteuse. 

En  efl'et,  dans  le  dernier  Mémoire  qu'il  a  publié  sur  ce  sujet  (^), 
l'astronome  de  Slougli  discute  et  commente  son  premier  travail  de 
1798,  et  y  décrit  longuement  ce  qu'il  appelle  sa  Méthode  d'iden- 


(')  The  Uranian  and  Neptunian  System. 

(')  0/2  the  Georgian  Planet.  —   Philosophicaî  Transactions  of   the  Royal  Society 
for  i8i5.  —  Ce  Mémoire  a  été  lu  le  8  juin  i8i5. 
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tification  des  satellites  ;  puis,  après  un  grand  nombre  de  remarques 
sur  ses  anciennes  observations,  auxquelles  il  n'en  ajoute  pas  une 
seule  nouvelle,  il  conclut,  sans  élever  à  ce  sujet  le  moindre  doute, 
à  la  réalité  de  sa  découverte  des  quatre  satellites  additionnels. 
Est -il  alors  admissible  d'attribuer  à  Herscliel  la  découverte  de 
deux  autres  satellites  situés  tous  deux  plus  près  de  la  planète  que 
le  plus  voisin  des  quatre  satellites  additionnels  d'Herscbel^  sur- 
tout si  l'on  pense  que  ,  après  un  intervalle  de  plus  de  soixante 
ans  écoulé  depuis  l'annonce  de  la  découverte  d'Herscliei,  et  en  se 
servant  des  meilleures  lunettes  qui  aient  été  faites,  jamais  un  as- 
tronome n'a  pu  retrouver  ni  l'un  ni  l'autre  de  ces  quatre  satellites? 
Nous  partageons  à  cet  égard  complètement  l'opinion  de  M.  Lassell, 
et  nous  pensons  qu'à  lui  seul  revient  l'iionneur  de  la  découverte 
d'Ariel  et  d'Umbriel. 

Lassell  (W.  ).  —  Obsen^'atiofis  de  Japet. 

Ces  observations  ont  été  entreprises  à  la  prière  de  M.  Martb,  son 
ancien  assistant  de  Malte,  pour  vérifier  l'épliéméride  que  cet  astro- 
nome avait  déduite  de  leurs  observations  de  Malte. 

BurnhAm  (S.-W.)  —  Sur  l'étoile  imdtiple  de  v  de  Scorpion. 

11  résulte  des  observations  de  M.  Burnliam  qu'avec  son  G  pouces 
(o^.iS)  d'Alvan  Clark  et  un  grossissement  de  4oo  fois  l'étoile  v  du 
Scorpion  est  double  tout  aussi  bien  que  son  compagnon,  v  de  Scor- 
pion constitue  donc  en  réalité  une  étoile  quadruple. 

BuRNHAM  (S.-W,).  —  Cinquième  catalogue  d'étoiles  doubles. 

Les  étoiles  contenues  dans  ce  cinquième  catalogue  ont  été  trou- 
vées soit  avec  le  grand  équatorial  de  26  pouces  (o'",66)  de  Wasli- 
ington,  soit  avec  l'équatorial  de  18  y  pouces  (o'",47)  de  l'Obser- 
vatoire de  Dearborn,  ou  avec  celui  de  9  ^  (o™,  i/\)  de  l'Observatoire 
de  Dartmoutb  Collège,  ou  enfin  avec  l'équatorial  de  6  pouces  (o"",  1 5) 
de  M.  Burnliam,  qui  tous  sortent  des  ateliers  d'Alvan  Clark. 

Nous  remarquons  dans  ce  cinquième  catalogue  neuf  étoiles  visi- 
bles à  l'œil  nu,  qui  sont  pour  la  première  fois  indiquées  comme 
doubles.  Ce  sont  ^  de  l'Aigle,  34  de  Pégase,  Sp  de  1  Hydre,  2  du 
Petit  Renard,  16  du  Sagittaire,  o)^  du  Verseau,  B.A.C.6088,  4^^  ^^ 
Sagittaire  et  t)  du  Poisson  Austral.  Nous  signalons  aussi  qu'avec 
son  équatorial  de  6  pouces  d'ouverture  M.  Burnliam  arrive  à  me- 
surer la  distance  de  deux  étoiles  dont  les  centres  sont  distants 
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seulement  de  o",4,  et  que,  pour  deux  étoiles  de  o", 8,  les  disques 
stellaires  de  l'image  focale  sont  exactement  en  contact.  Ce  dernier 
résultat  parait  être  conforme  aux  expériences  deDawes,  de  Foucault, 
et  de  M.  Wolf. 

Davis  (C.-H.).  —  Observations  des  satellites  de  Neptune  et 
d^  Uranus  faites  avec  V équatorial  de  26  pouces  de  V  Observatoire 
de  Washington. 

Ces  observations  sont  presque  toutes  dues  à  M.  Newcomb. 

Décembre  1874. 

Blrton  (C.-E.).  — Sur  certains  phénomènes  que  présentent  les 
ombres  des  satellites  de  Jupiter  pendant  leur  passage  sur  la  pla- 
nète, et  sur  un  moyen  possible  d'en  déduire  l'éjyaisseur  de  l'at- 
mosphère de  cette  planète. 

Un  fait  souvent  remarqué  par  sir  James  Soutli  et  Lassell,  par 
exemple,  est  que  l'ombre  marquée  sur  le  disque  de  Jupiter  par  les 
satellites  de  la  planète  est  dans  bien  des  cas  allongée  dans  le  sens 
du  mouvement  du  satellite,  au  lieu  d'être  parfaitement  ronde. 
M.  Burton  attribue  ce  fait  à  l'illumination  de  l'atmosphère  de  Ju- 
piter lorsque  la  ligne  de  visée  qui  va  de  la  Terre  au  satellite  est 
inclinée  sur  l'axe  du  cône  d'ombre.  Mesurant  alors  le  rapport  des 
grandeurs  des  deux  axes  de  l'ellipse  que  forme  l'ombre  et  sa  valeur 
angulaire  de  ce  diamètre,  et  connaissant  d'ailleurs  la  distance  de 
Jupiter  à  la  Terre,  il  en  déduit  l'épaisseur  de  l'atmosphère  de  cette 
planète,  qu'il  trouve  être  sensiblement  égale  à  5ooo  milles,  soit 
environ  8000  kilomètres. 

WiLsoN  (J.-M.)etSEABROKE(G.-]M.).  —  Sur  la  comète  deCoggia. 

JoHKSOK  (S.-J.).  — Sur  l'étoile  pt  du  Dragon. 

M.  Johnson  fait  remarquer  que  cette  étoile,  classée  de  4^  gran- 
deur par  Smyth  et  Webb,  lui  a  paru,  le  4  décembre  1872  et 
le  8  décembre  1878,  par  un  beau  ciel,  être  à  peine  visible  à  l'oeil 
nu.  Est-ce  une  erreur  de  Smyth  et  Webb,  ou  bien  est-ce  une 
preuve  de  la  variabilité  de  cette  étoile  ? 

AiTiY  (G.-B.). —  Télégrammes  relatifs  aux  observations  du 
passage  de  Kénus. 
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Nous  en  donnerons  un  résumé  succinct. 

Egypte.  —  Beau  temps  à  Mokattam  (capitaine  Brown  et  M.  New- 
ton), Suez  (M.  Hunter),  Thèbes  (colonel  Campbell  et  MM.  Au- 
wers  et  Dollen),  Alexandrie  (MM.  Barker  et  Perona). 

Indes  anglaises.  —  Beau  temps  à  Indore,  Roorkee  (colonel  Ten- 
nant),  Calcutta  et  Kurracliee;  observations  presque  impossibles  à 
Madras. 

Chine.  —  Observations  impossibles  à  Shangaï. 

Japon.  ■ —  Beau  temps  à  Nagasaki  et  Kobé  (Hiogo). 

Perse.  —  Observations  impossibles  à  Isaplian,  mission  alle- 
mande. 

Russie.  —  Plein  succès  à  Vladivostock ,  Yokohama,  Tchita, 
Arrianda  (près  de  Yalta),  Nertscliinsk,  Téhéran. 

Succès  partiel  à  Possiet,  Habarovka,  Tschita. 

Observation  impossible  à  Blagoveschtschensk,  Omsk,  Oren- 
bourg,  Uralsk,  Kazan,  Astrakhan,  Kertch,  Tillis,  Erivan,  Naktri- 
tchevan. 

Il  manque  les  rapports  de  douze  stations. 

Australie.  —  Beau  temps  à  ]Melbourne,  Sydney  et  Windsor. 

Succès  partiel  à  Adélaïde  et  à  Hobart-Town  (mission  améri- 
caine ) . 

Nouifelle-Zélande .  —  Observation  impossible  pour  la  mission 
anglaise  :  la  mission  américaine  a  observé  l'entrée  et  pris  des  pho- 
tographies jusqu'auprès  du  troisième  contact. 

Iles  Sandwich. —  Beau  temps  à  Honololu,  Waimea  et  Otooi, 
temps  couvert  à  Kailua  et  Owhyhee. 

RéuJiion.  —  Demi-succès  pour  la  mission  hollandaise. 

HiND  (J.-R.).  —  Calculs  relatifs  au  passage  de  Vénus. 

M.  Hind  a  comparé  la  seule  observation  alors  connue,  celle  de 
la  sortie  à  Alexandrie,  avec  les  résultats  d'un  calcul  exact,  fondé  sur 
les  éléments  donnés  par  M.  Le  Verrier,  d'une  part,  et  d'autre  part 
sur  ceux  de  Carlini  pour  le  Soleil  et  de  Lindenau  pour  Vénus. 
Les  résultats  sont  les  suivants  : 


h 


Temps  observé déc.  8    20.   5.40,1 

Calculé  d'après  M.  Le  Verrier »  20.  5.39,0 

Calculé  d'après  Carlini  et  Lindenau..         »         19.50.40,0 


I 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  45 

DuNKiN  (E.).  —  Sur  l'erreur  personnelle  dans  l'observation  du 
premier  et  du  second  bord  du  Soleil. 

M.  Dunkin  a  déjà  signalé  (^)  l'existence  d'une  différence  bien 
marquée  et  caractéristique  pour  cliaque  observateur,  dans  les  ob- 
servations du  premier  et  du  second  bord  de  la  Lune  -,  cette  différence 
s'élève  quelquefois  à  une  valeur  considérable  et  on  la  retrouve  tout 
aussi  bien  dans  les  observations  extra-méridiennes  et  avec  la  même 
valeur  d'une  année  à  l'autre.  Aussi, depuis,  M.  Asaph  Hall  a-t-il  fait 
remarquer  que,  dans  la  détermination  des  différences  de  longitude 
parles  observations  de  la  Lune  et  de  ses  étoiles,  la  longitude  résul- 
tante pourrait  être  affectée  d'une  erreur  résiduelle  s'élevant  parfois 
jusqu'à  quatre  secondes  de  temps  et  provenant  de  cette  erreur  per- 
sonnelle (^). 

11  y  avait  lieu  de  se  demander  si,  dans  les  observations  du  Soleil, 
il  n'existerait  point  aussi  une  différence  de  même  nature  pour  la 
manière  dont  une  même  personne  observe  le  premier  et  le  second 
bord. 

Telle  est  la  question  que  M.  Dunkin  a  clierclié  à  résoudre.  Il 
s'est  servi  pour  cela  des  observations  faites  à  Greenwicli  de  1 864  '' 
1873,  par  MM.  Dunkin,  Ellis,  Criswick,  Lynn,  J.  Carpenter  et 
H.  Carpenter. 

Quoique  plus  faibles  que  pour  la  Lune,  les  différences  dont  nous 
parlions  plus  liaut  existent  bien  certainement,  et  s'élèvent  parfois 
à  o%i. 

Quant  à  la  cause  de  cette  erreur  personnelle,  M.  Dunkin  l'at- 
tribue à  la  façon  différente  dont  les  fils  du  micromètre  sont  éclairés 
par  la  Lune  ou  le  Soleil,  suivant  qu'on  observe  le  premier  ou  le  se- 
cond bord. 

Nous  ferons  remarquer,  à  ce  sujet,  que  le  D""  Robinson  avait  déjà 
montré,  dans  l'introduction  au  Catalogue  d' Armagh,  l'existence 
de  cette  erreur  dans  les  passages  observés  à  l'aide  du  premier  ou  du 
second  bord  de  la  Lune  5  il  en  déduisit  la  preuve  de  la  comparaison 
des  différences  de  longitudes  déterminées  par  les  culminations  lu- 

(')  Voir  Monthly  Notices  of  the  Rojal  AsCronomical  Societj,  t.  XXIX,  p.  209 
à  268. 

(')  La  comparaison  des  résultats  finaux  d'un  certain  nombre  de  déterminations  de 
longitudes  bien  connues,  par  le  télégraphe  et  la  méthode  lunaire,  confirme  cette 
opinion. 
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naires  à  l'aide  du  premier  ou  du  second  bord  de  la  Lune  entre  Ar- 
magli  et  les  Observatoires  de  Greenwich,  Dublin,  Cambridge, 
Koenigsberg  et  Paris.  Robinson  dit  en  outre  que  cette  difféi^ence 
personnelle  diminue  considérablement  quand  on  réduit  l'ouverture 
de  la  lunette  au  moyen  d'un  diaphragme  demi-transparent  de  pa- 
pier huilé,  qui  remplit  le  champ  de  lumière  dilFusée. 

Gledhill  (J.).  —  Phénomènes  des  satellites  de  Jupiter  ob- 
seivés  à  rObseri^atoii'e  de  M.  E.  Crossley  [Bermerside,  Halifax) 
avec  un  équatorial  de  g^  pouces  de  Coohe. 

Knobel  (E.-B.).  — Sur  un  nou<^el  astrometre. 

Ce  nouvel  appareil,  destiné  à  la  mesure  du  rapport  des  éclats  re- 
latifs des  astres  télescopiques,  se  compose  essentiellement  d'un  dia- 
phragme, en  forme  de  triangle  équilatéral,  qu'on  place  en  avant  de 
l'objectif  ou  du  miroir,  et  dont  on  peut  réduire  à  volonté  l'ouver- 
ture en  lui  conservant  la  même  forme. 

M.  Knobel  donne,  en  outre,  une  formule  qui  permet  de  calculer 
pour  chaque  dimension  du  diaphragme  la  valeur  de  l'aire  superfi- 
cielle utilisable  pour  la  lumière. 

Marth  (A.).  —  Sur  les  observations  d'Uranus. 

M.  Marth  rappelle  aux  astronomes  possédant  des  instruments  de 
grande  ouverture  (par  exemple  l'équatorial  de  aS  pouces  (o'",63) 
de  M.  Ncwall,  ceux  de  26  pouces  (o"',66)  de  l'Observatoire  de 
Washington,  et  de  MM.  Clark,  à  Chicago,  le  grand  télescope  de 
M.  Henry  Draper,  à  Washington",  etc.)  les  circonstances  favo- 
rables que  présentera  l'observation  de  la  planète  aux  environs  du 
28  janvier  et  du  2  mars,  pour  résoudre  la  question  controversée  de 
l'existence  des  quatre  satellites  additionnels  d'Herschel. 

Janvier  1875. 

Tebbutt  (J.)-  —  Observations  de  la  comète  de  Coggia  faites  à 
TVindsor pendant  le  mois  d'août  1874- 

Marth  (A.).  —  E phéinéride  pour  les  observations  physiques  de 
Jupiter. 

Pritchard  (C).  — Ephémérides  de  douze  étoiles  très-voisines 
du  pôle  pour  la  détermination  de  la  déviation  azimutale  des  in- 
struments de  passage. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  47 

AiRY  (G.-B.).  —  Occultations  d'étoiles  par  la  Lune  et  phéno- 
mènes des  satellites  de  Jupiter  observés  à  Greenwich  pendant 
l'année  \^']^. 

LiNDSAY  (lord).  —  Observations  du  passage  de  Vénus  à  Mau- 
rice. 

Le  ciel  est  resté  couvert  jusqu'environ  une  heure  après  le  pre- 
mier contact  externe  5  on  n'a  donc  vu  que  les  deux  contacts  de  sortie. 
M.  R.  Copeland  observait  à  l'équatorial  de  6  pouces  et  M.  Gill  à 
celui  de  4  pouces.  En  outre,  M.  Gill  a  obtenu  avec  l'héliomètre 
cinq  déterminations  complètes  des  distances  maximum  et  minimum 
de  Vénus  au  centre  du  Soleil,  neuf  mesures  de  cornes  du  croissant  et 
deux  déterminations  séparées  du  diamètre  de  Vénus.  M.  Copeland 
a  effectué  avec  l'équatorial  de  6  pouces  et  l'oculaire  à  douJjle  image 
quinze  mesures  de  la  distance  minimum  de  Vénus  au  centre  du 
Soleil  et  dix  mesures  de  coraes  du  croissant.  Lord  Lindsay,  qui  di- 
rigeait les  opérations  photographiques,  a  réussi  à  prendre  deux 
cent  soixante  et  onze  épreuves,  parmi  lesquelles  cent  sont  certaine- 
ment bonnes. 

Pendant  ces  observations,  lord  Lindsay  avait  avec  lui  M.  Davis 
et  huit  assistants^  M.  Gill,  le  lord  Surveyor  gênerai  M.  Connal, 
et  cinq  assistants*,  M.  Copeland,  trois  assistants. 

Lord  Lindsay  ajoute  que  les  astronomes  de  l'expédition  alle- 
mande dirigée  par  le  D""  Low,  ainsi  que  i\L  Meldrum,  directeur  de 
l'Observatoire  météorologique  de  Maurice,  ont  pu  observer  égale- 
ment les  deux  contacts  de  la  sortie. 

Ommanhey  (vice-amiral),  et  Campbell  (A.-C).  — Observations 
du  passage  de  Vénus  à  Luxor  [Egjyte). 

Le  vice-amiral  Ommanney  avait  été  admis  par  MAL  Auwers,  de 
Berlin,  et  Dollen,  de  Saint-Pétersbourg,  à  faire  partie  de  leur  expé- 
dition-, M.  le  colonel  Campbell,  madame  Campbell  et  le  capitaine 
Abney  formaient  une  autre  station  voisine  dans  une  petite  lie  au 
sud  de  Luxor.  Ils  ont  pu  observer  les  deux  contacts  de  sortie.  Voici 
les  résultats  transmis  par  le  colonel  Campbell,  pour  l'observation 
du  contact  interne  de  sortie  à  sa  station  (en  temps  moyen  du  lieu)  : 

h        m        s 

Colonel  Campbell 8. 16. 10,6 

Madame  Campbell 8. 16.  g, 5 

Capitaine  Abney 8.16.  9,7 
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ScHULTZ  (H.).  —  Catalogue  prélimmaiie  de  néhuleuses  oh- 
5e/vee5  à  Upsala. 

Les  observations  faites  avec  l'équatorial  de  i3  pieds  (3^,97)  de 
foyer  de  l'Observatoire  d'Upsala  (environ  8  à  10  pouces  d'ouver- 
ture) ont  occupé  M.  Scbultz,  pendant  un  grand  nombre  d'années^ 
il  en  publie  aujourd'hui  les  premiers  résultats  dans  un  catalogue 
contenant  les  positions  moyennes,  pour  i865,o,de  54o  nébuleuses. 
A  en  juger  par  la  petitesse  de  l'erreur  probable  des  résultats  moyens, 
ce  travail  serait  fait  avec  une  précision  qui  n'aurait  pas  encoi^e  été 
surpassée,  et  atteindrait  bien  le  but  que  s'est  proposé  l'auteur, 
«  d'obtenir  les  positions  moyennes  des  nébuleuses  avec  assez  d'ap- 
proximation pour  qu'elles  puissent  servir  à  la  détermination  de 
leurs  mouvements  propres  )).  11  est,  en  effet,  fort  important  d'ar- 
river à  un  pareil  résultat;  car,  dans  l'état  actuel  de  la  science 
astronomique,  la  détermination  du  mouvement  propre  des  nébu- 
leuses et  des  amas  télcscopiques  d'étoiles  est  sans  aucun  doute  l'un 
des  problèmes  dont  il  est  le  plus  à  désirer  d'avoir  la  solution. 

Bien  longtemps  avant  le  D""  Scliultz,  les  astronomes  s'étaient  oc- 
cupés de  trouver  la  valeur  probable  de  ces  mouvements  propres  \ 
mais,  à  l'exception  des  positions  d'un  petit  nombre  des  plus  brillants 
de  ces  objets,  les  erreurs  moyennes  des  observations  étaient  presque 
toujours  trop  considérables.  Ainsi,  d'après  M.  Scliultz,  l'incertitude 
des  positions  données  par  sir  William  Hcrscliel  s'élève  en  moyenne 
à  I  et  même  1  minutes  d'arc.  Pour  sir  John  Herschel,  cette  erreur 
se  monte  en  moyenne  à  une  seconde  de  temps  pour  les  ascensions 
droites  et  20  secondes  d'arc  pour  les  déclinaisons;  les  observations  de 
d'Arrest,  faites  à  Copenhague,  comportent  des  erreurs  moyennes  de 
o%8  et  18".  Dans  les  observations,  faites  par  Laugier,  de  53  des 
nébuleuses  les  plus  brillantes,  et  par  d'Arrest,  à  Leipzig,  de  200  né- 
buleuses, observations  faites  en  vue  de  servir  de  base  à  la  déter- 
mination des  mouvements  propres,  l'erreur  moyenne  a  été  réduite 
à  6".  Les  observations  faites  depuis  par  Auwers,  Schmidt,  Scliôn- 
feld,  Vogel  et  d'autres  ont  atteint  une  précision  plus  grande. 

Ces  célèbres  observations  de  235  nébuleuses,  faites  par  Schonfeld 
à  Mannheim,  sont  de  beaucoup  les  plus  étendues,  et,  comme  l'erreur 
probable  d'une  position  ne  parait  point  y  dépasser  2"  ou  3",  que 
dans  celles  d' Auwers  et  de  Vogel  elle  paraît  être  moindre  encore, 
il  a  semblé  évident  à  M.  Scliultz  «  qu'eu  multipliant  suffisamment 
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les   observations  la   détermination    des   positions   des  nébuleuses 
pouvait  être  amenée  à  un  haut  degré  d'exactitude  ». 

Et,  en  effet,  calculant  l'erreur  probable  des  résultats  de  chaque 
série  (*)  dans  deux  hypothèses  distinctes,  l'erreur  vraie  étant  d'ail- 
leurs supposée  constante,  M.  Schultz  arrive  aux  résultats  suivants  : 

Erreur  probable  en  jR..  Erreur  probable  en  décl. 

Classe  d'éclat  (').    1'''^  hypothèse,     a^hyp.  irehyothèse.     2*  hyp. 


I  et  2 

0 ,  092 

0,078 

0,79 

o,63 

3 

0,096 

0,072 

I  ,o3 

0,78 

4  et  5 

0,  t3o 

0,099 

1,32 

1 ,00 

Ces  observations,  commencées  en  i863  et  continuées  jusqu'ici 
sans  autre  interruption  que  des  interruptions  accidentelles,  consis- 
tent à  déterminer  avec  un  micromètre  à  fils  éclairés  sur  champ  ob- 
scur, et  par  l'oeil  et  l'oreille,  les  différences  d'ascension  droite  et  de 
déclinaison  de  la  nébuleuse  avec  une  étoile  voisine  suffisamment 
brillante  pour  être  observée  après  le  méridien.  Pour  cela,  il  avait 
formé  un  catalogue  de  44°  étoiles  de  comparaison  de  7?*  à  10^  gran- 
deur, avec  leurs  positions  moyennes,  observées  pour  i865,  janvier  i; 
quand  il  était  nécessaire,  on  comparait  à  ces  étoiles  d'autres  plus 
petites,  situées  au  voisinage  immédiat  de  la  nébuleuse.  Le  nombre 
de  mesures  isolées ,  d'où  résultent  les  positions  des  nébuleuses, 
s'élève  à  environ  12000.  Il  faut,  en  outre,  observer  un  grand 
nombre  de  fois  au  méridien  chacune  de  ces  44o  étoiles  de  com- 
paraison 5  ces  observations  ne  sont  point  encore  entièrement  ter- 
minées, et  même  M.  Schultz  ne  considère  pas  encore  comme 
suffisant  le  nombre  de  mesures  effectuées  sur  les  nébuleuses.  Néan- 
moins il  n'a  pas  cru  devoir  différer  plus  longtemps  la  publication 
des  résultats  que  ce  long  travail  de  douze  années  lui  a  permis  d'ob- 
tenir, et  il  a  adressé  à  la  Société  Royale  Astronomique  un  catalogue 


(')  M.  Schultz  ne  donne  ni  la  formule  qui  lui  a  servi  pour  calculer  ces  erreurs  pro- 
bables, ni  les  deux  hypothèses  sur  lesquelles  il  s'appuie. 
(')  Les  classes  sont  réglées  par  les  conventions  suivantes  : 

i>4',    2<''',    3<'',    4<'',    5^1^. 

>2'      >  i'  i;       ^  j 

IJull,  des  Sciences  inathém,  et  asCron.,  t.  X.  (Janvier  1876.)  4 
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préliniinaire  de  5oo  nébuleuses  avec  leurs  monographies  rédigées 
suivant  la  méthode  que  sir  John  Herschel  a  proposée  le  premier  dans 
les  «  Results  of  astrononiical  Observations  made  al  tlie  Cape  of 
Goocl  Hope.  n 

Février  1875. 

]N  ous  avons  rendu  compte  à  part  de  ce  numéro,  qui  renferme  les 
Rapports  adressés  h  la  Société  Royale  Astronomique  par  les  difié- 
rents  Observatoires  du  Royaume-Uni. 

Mars  1875. 

AiRY  (G.-B.).  — Siw  la  méthode  à  eniplojer  pour  réduire  les 
observations  du  passage  de  Vénus. 

Dans  cette  Note  l'Astronome  Royal  donne,  en  même  temps  qu'une 
méthode  de  réduction  des  observations  du  passage  et  des  règles 
pratiques  pour  leur  impression  et  leur  publication. 

AiTiY  (G.-B.).  —  Rapport  sur  les  progrès  accomplis  dans  les  cal- 
culs par  une  nouvelle  méthode  de  traiter  la  théorie  lunaire. 

RossE  (le  comte  de).  —  Observations  des  satellites  d'Uranus 
faites  à  Birr-Castle,  en  i8y2,  i8^3  et  1874- 

La  liste  communiquée  par  lord  Rosse  renferme  les  observations 
faites  par  lui  et  son  assistant,  M.  Ralph  Copeland,  avec  son  téles- 
cope, le  Léviathan.  On  y  trouve  27  observations  d'Oberon,  20  de 
Titan,  2  d'Umbriel  et  3  d'Ariel.  Elles  ont  été  faites  avec  un  gros- 
sissement de  4 "4  pour  les  gros  satellites  et  de  625  pour  les  satel- 
lites intéiieurs.  Cette  liste  donne,  en  outre,  les  résultats  de  la 
comparaison  des  observations  avec  les  positions  calculées  à  l'aide 
des  éléments  circulaires  publiés  par  le  D'"  Asten,  dans  le  vol.  X\  III, 
n°  5,  p.  26,  des  Mémoires  de  l' yïcadémie  impériale  des  Sciences 
de  Saint-Pétersbourg .  Fait  remarquable,  la  différence  entre  le 
calcul  et  l'observation  est  presque  toujours  négative  5  de  même  au- 
trefois Asten  avait  remarqué  que  les  dilïerences  (Struvc  —  Lamont\ 
(Struve — Lassell)  (iSSa),  (Struvc — Marth),  étaient  également  né- 
gatives. Les  angles  de  positions  de  ]M^L  le  comte  de  Rosse  et  Cope- 
land dillêrent  donc  de  ceux  de  ÎNL  Struve  dans  le  même  sens  que 
les  angles  trouvés  par  Lamont,  Lassell  et  Marth.  jNous  ajouterons 
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enfin  que  les  observations  d'Oberon  et  de  Titan  conduisent  pour 
la  masse  de  la  planète  aux  deux  valeurs 

I  T 

23577  24422 

qui  semblent  assez  concordantes. 

MAnxH  (A.).  —  Ephémérkles  pour  V observation  physique  de 
Mars. 

Cette  éphéméride  se  rapporte  à  l'opposition  de  iSyj  et  s'étend 
depuis  le  i*^""  mars  jusqu'au  8  septembre. 

Abjney  (W.  de  W.).  —  Sur  la  photographie  du  passage  de 
Fénus. 

M.  Abney  compare  les  diflércntes  méthodes  imaginées  pour 
photographier  le  phénomène  du  passage  de  Vénus;  la  méthode 
américaine  présente,  il  est  vrai,  cet  avantage,  qu'on  peut  déterminer 
le  foyer  de  la  lunette  de  ^o  pieds  (i2'",2o),  et  calculer  le  diamètre 
que  devrait  avoir  l'image  solaire  sur  la  plaque  photographique. 
Mais,  outre  qu'il  n'y  a  a  priori  rien  d'impossible  à  procéder  ainsi, 
avec  un  photohéliographe,  la  distorsion  dans  le  système  anglais  ne 
provient  que  de  l'objectif  et  peut,  par  conséquent,  se  déterminer  eu 
photographiant  une  échelle  dans  les  positions  relatives  de  cet  ob- 
jectif, tandis  que,  dans  le  système  américain,  elle  provient  à  la  fois 
de  l'objectif  et  du  miroir  de  l'héliostat;  en  outre,  entre  l'héliostat 
et  l'objectif,  il  y  a  une  masse  d'air  échauffé,  qui  peut  l'être  inégale- 
ment dans  les  différentes  directions  autour  du  centre  du  Soleil,  et 
causer  par  suite  des  erreurs  dans  les  mesures. 

Quant  à  la  méthode  daguei-réotypique,  elle  offre  les  mêmes  in- 
convénients que  la  méthode  américaine,  mais  y  ajoute  celui  de  se 
servir  de  plaques  moins  sensibles. 

Pour  toutes  ces  raisons,  M.  Abney  donne  le  premier  rang  à  la  mé- 
thode anglaise. 

OBSERVATlOiVS    AUSTRALIENNES    DU    PASSAGE    DE    VÉNUS. 

1°  Victoria.  —  A  l'Observatoire  de  Melbourne,  le  temps  était 
couvert;  néanmoins  on  a  pu  observer  le  deuxième  contact  d'entrée 
et  les  deux  contacts  de  sortie. 

4. 
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A  Mornington,  sur  la  côte  de  Port-Pliillip-Bay,  à  3o  milles  en- 
viron au  sud,  le  temps  était  nuageux  5  cependant  on  a  fait  les 
mêmes  observations  qu'à  Melbourne. 

A  Yievs^-Hill,  Sandhurst,  à  86  milles  environ  au  nord-ouest,  il 
y  a  eu  mauvais  temps  5  on  n'a  pu  observer  que  le  deuxième  contact 
d'entrée. 

A  Glen-Row^an,  environ  i5o  milles  au  nord-est,  on  n'a  observé 
également  que  le  premier  contact. 

2°  Nouvelle-Galles  du  Sud.  —  A  l'Observatoire  de  Sydney,  on  a 
observé  les  quatre  contacts  et  pris  180  photographies. 

A  Eden,  Twofold-Bay,  le  temps  fut  nuageux,  on  a  observé  les 
deux  contacts  d'entrée  et  pris  4©  photographies. 

A  Goulburn,  ville  des  montagnes,  à  aSoo  pieds  au-dessus  du  ni- 
veau de  la  mer,  on  a  observé  les  deux  contacts  de  sortie  et  le  second 
contact  d'entrée. 

A  Woodford,  résidence  de  M.  A.  Fairfax,  environ  à  54  milles 
de  Sydney  sur  la  ligne  de  l'ouest,  on  a  pu  observer  les  quatre  con- 
tacts, obtenir  63  photographies  et  16  plaques  de  Janssen,  contenant 
chacune  60  photographies. 

A  Windsor,  dans  son  observatoire  particulier,  M.  Tebbutt  a  eu 
très-beau  temps  et  a  observé  les  quatre  contacts. 

Tebbutt  (J.).  —  Obseri^ation  de  la  comète  de  Coggia  [Co- 
mète m,  i874)« 

Hartnup.  —  Sur  l'application  à  la  marche  des  chronomètres  en 
mer  des  corrections  provenant  de  la  'variation  de  température. 

M.  Hartnup  cite  l'exemple  du  navire  marchand  le  Tenasserim ; 
les  états  chronométriques  y  ont  été  constamment  calculés  à  l'aide 
d'uiae  marche  variable  avec  la  température,  au  lieu  d'une  marche 
constante,  comme  cela  se  fait  presque  toujours. 

A  leur  retour  de  Calcutta,  après  un  voyage  de  huit  mois,  la  dif- 
férence entre  le  temps  moyen  de  Greenwich  calculé  comme  nous 
l'avons  dit  et  le  temps  moyen  de  Greenwich  observé  était  de  5%  o. 

Avril  1875. 

NuRsinjGA-Row  (A.-V.).  —  Observations  du  passage  de  Vénus 
a  Vizagapatam. 

Dans  une  courte  Note,  ce  prince  indien  rend  compte  des  obser- 
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valions  du  passage  de  Vénus,  faites  par  lui  à  Vizagapatam,  par  un 
temps  favorable,  avec  un  équatorial  de  6  pouces  (o'",i5)  d'ouverture 
libre  et  environ  y-  pieds  (  "2'",  29)  de  foyer,  mû  par  un  mouvement 
d'horlogerie. 

LiNDSAY  (lord).  —  Sur  les  opéi^ations  chronométriques  de  son 
voyage  de  retour,  faites  en  -vue  d 'avoir  la  longitude  de  Mau- 
rice. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  la  Photographie  dans  le  passage  de 
Vénus. 

WiLSON  (J.-M.).  —  Sur  la  rectilinéité  du  mouvement  relatif  des 

composantes  de  la  61'^  du  Cygne. 

On  sait  que  l'énorme  mouvement  commun  des  deux  étoiles  de  la 

61''  du  Cygne, 

517"  ±:  10",  par  siècle, 

dans  la  direction  marquée  par 

5o''i6'=h  1% 

n'avait  pu  être  interprété  par  Struve  dans  un  premier  Mémoire 
qu'en  supposant  une  liaison  physique  entre  ces  deux  étoiles.  Plus 
tard,  il  alla  plus  loin,  et  montra  que  les  observations  faites  de 
ij53  à  i85i  se  reliaient  bien  entre  elles,  en  admettant  que  le 
mouvement  relatif  des  deux  étoiles  de  la  61*  du  Cygne  s'ellectuait 
suivant  une  ligne  droite. 

M,  Wilson  a  repris  l'étude  de  cette  question  à  l'Observatoire  de 
l'Ecole  de  Rugby,  et  s'aidant  d'observations  nouvelles  faites  depuis 
i85i,  par  MM.  Davres,  Mâdler,  Dembow^ski,  Gledhill  et  Main, 
ainsi  que  d'autres  antérieures  à  cette  date,  dont  Struve  n'avait 
point  fait  usage  (car  de  1828  à  i85i  cet  astronome  parait  n'avoir 
utilisé  que  ses  propres  observations),  il  a  confirmé  la  théorie  de 
Struve. 

D'après  M.  Wilson,  si  l'on  prend  pour  axe  des  x  le  cercle  de  dé- 
clinaison passant  par  l'étoile  principale  à  l'époque  1870,0,  ce 
même  cercle  pour  zéro  des  angles,  et  l'axe  des j^  perpendiculaire  à 
l'axe  des  x,  le  mouvement  relatif  de  l'autre  étoile  s'eifectuc  suivant 
la  droite  donnée  par  l'équation 

j  =  ^langi66°58'+ i5,6o. 
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et  la  position  que  l'étoile  secondaire  occupe  sur  cette  droite  à  l'é- 
poque t  se  déduit  des  deux  équations  suivantes,  relatives  à  son 
angle  de  position  B  et  sa  distance  r, 

,„^„n_r_  i^,i664  -t- 0,0429?.  (/—  1750) 
la^'ot^  — ^—  i4,8336- 0,18542  (/-  1750)' 

r  =  j  coséc  B. 

HoLDEN  (H.)  et  Nevs^comb  (S.).  —  Obsev^'ations  des  satellites  de 
Saturne,  faites  en  1874  ^^  l'Obseri^atoire  nas^'nl  de  Tf^ashington. 
La  liste  publiée  par  ces  deux  célèbres  astronomes  américains  con- 
tient : 

4  observations  de Mimas. 

i3  »  Encelade. 

18  ))  Téihys. 

20  ))  Dione. 

18  n  Rhéa. 

22  ))  Titan. 

3  »  Ilyperion. 

II  ))  Japhel. 

Neison  (E.).  —  Note  relative  aux  recherches  de  Bessel  sur  la 
réfiaction  des  rayons  luvnneux  à  travers  une  atmosphère. 

Cayley.  —  Sur  un  théorème  dans  le  mouvement  elliptique. 

Webb  (P.-W.). —  Sur  l'étoile  61^  des  Gémeaux. 

M.  Webb  signale  que,  le  23  mars  1832,  cette  étoile  lui  parut 
sim]>le,  avec  un  objectif  de  4  pouces  (o"\io);  il  rappelle  que,  de 
même,  en  i85i  et  1871,  M.  Knott,  observant  avec  un  objectif  d'Al- 
van  Clark  de  7  j  pouces  (o",2o),  n'a  pu  retrouver  le  compagnon 
découvert  autrefois  par  l'amiral  Smylli. 

Nous  ferons  remarquer  qu'à  la  fin  du  mois  de  mars  1875,  ou  au 
commencement  du  mois  d  avril  1875,  M.  Herbert  Sadler,  de  Ilo- 
nilon-Rectory,  a  pu  cependant  apercevoir  ce  compagnon  (auquel 
il  attribue  une  grandeur  égale  à  I2,5)  avec  un  miroir  argenté,  dû  à 
Calvcr,  de  6  {  pouces  (o'",iy)  d'ouverture. 

Cayley.  —  Sur  la  théorie  de  la  précession  et  de  la  nutalion. 
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Mai  1875. 

Teînnant  (J.-F.).  —  Sur  les  dimensions  de  P^énus  déterminées 
pendant  le  dei'nier  passage. 

Le  lieulenant-coloncl  Tonnant  avait  installé  à  l'Observatoire  de 
Roorkee  (Indes  anglaises)  une  station  pour  l'observation  du  passage 
de  Vénus.  L'insliuraent  dont  il  disposait  était  un  équalorial  de 
Cooke  de  6  pouees  (o'",i5)  d'ouverture,  muni  d'un  mieromètre  à 
double  image.  11  fit  pendant  la  durée  du  passage  une  série  de 
mesures  du  diamètre  de  V^énus  en  déclinaison,  aussi  bien  qu'en 
ascension  droite.  Il  en  conclut  les  valeurs  suivantes  pour  le  diamètre 
de  Vénus  ramenée  à  la  moyenne  distance  : 

Demi -diamètre  polaire 8,43o8  :±:  o,ooio 

Demi-diamèlre  équatorial 8,4633  "l  0,0009 

Demi-diamètre  moyen  de  Vénus,    considérée 

comme  élanl  sphérique 8,45 18  zn  0,0008 

11  est  intéressant  de  comparer  à  ces  nombres  ceux  qui  ont  été 
publiés  le  plus  récemment  pour  ce  dernier  demi-diamètre. 

Encke,  du  passage  de  Vénus  au  siècle  dernier.  .  8,3o5 

Airy,  observations  méridiennes 8,?.83 

Main,  micromètre  à  double  image 8,775 

Stone,  observations  méridiennes 8,472 

Plummer,  micromèire  à  double  image 8,661 

American  Nautical  Jlmanac 8,546 

Christie  ^W.-H.-M.). —  Sur  la  détermination  de  l'échelle  dans 
les  photographies  du  passage  de  Vénus. 

M.  Christie  arrive,  comme  M.  le  capitaine  Abney,  à  cette  con- 
clusion, que  la  méthode  anglaise  est  supérieure  en  théorie  à  la 
méthode  américaine  basée  sur  l'emploi  d'objectifs  à  long  foyer  et 
d'héliostats. 

Gyldén  (H.).  —  Ascensions  droites  de  io3  étoiles  fondamen- 
tales. 

M.  Gyldén  publie  les  ascensions  droites  ramenées  à  1875,0  de 
io3  étoiles  fondamentales,  telles  qu'elles  résultent  d'observations 
faites  à  Stockholm,  et  leur  comparaison  avec  les  ascensions  droites 
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que  donnent  les  observations  de  Greenwicli  (i865  à  1869),  Paris 
(i863  à  1867),  Washington  (1867). 

Smyth  (C.-Piazzi).  —  Sur  le  Tnouuement  propre  de  V étoile 
de  la  Balebie  marquée  798  dans  le  British  Association  Cata- 
logue. 

D'après  l'Astronome  Royal  pour  l'Ecosse,  le  mouvement  propre  de 
cette  étoile  ne  serait  pas  constant^  les  observations  faites  à  Edim- 
bourg de  1837  à  1866  montrent  que  la  variation  annuelle  en  ascen- 
sion droite  va  un  peu  en  décroissant  (-+-  o%i49  de  1887  à  i85i,  et 
-f-  o%T  16  de  i85i  à  1867),  et  la  variation  annuelle  en  distance  po- 
laire un  peu  en  augmentant  (  —  o",42  de  1837  ^  1802,  et  — i",5i 
de  i852à  1866.) 

On  trouve  encore  les  positions  de  cette  étoile  dans  d'autres 
Catalogues  :  en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  dans  le  Cata- 
logue de  Washington  pour  18605  en  ascension  droite,  dans  le  se- 
cond Catalogue  de  Radcliire;  en  ascension  droite  et  en  distance 
polaire,  dans  le  Tweh>e  îear  Catalogue  de  Greenwicli.  La  com- 
paraison de  ces  diiïérentes  positions  confirme  sensiblement  les  va- 
riations annoncées  faites  par  M.  Smyth. 


MÉLANGES. 

SIR  LA  TnÉORlE  DE  l'ÉLIMlNATION  ESTRE  DEIJX  Éûl'ATlONS  A  l.\E  IXCOMUE; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

Etant  données  deux  équations  algébriques 

(i)  f[^)  =  ao-^  a^x  -^  a^x-  — ...  —  a„x'-'  — -  o, 

(2)  g  [x)  =^  bo-t-  biX  ~T- bjX- -i- .  .  .  H- /;„x'' =:  o, 

on  sait  depuis  longtemps  exprimer  la  condition  pour  que  ces  deux 
équations  aient  une  racine  commune.  Cette  condition  s'obtient  en 
égalant  à  zéro  un  déterminant  auquel  on  peut  donner  bien  des 
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formes  différentes.  Ou  sait  aussi  que  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  que  les  deux  équations  aient  p  racines  communes, 
c'est  que  le  déterminant  et  tous  ses  mineurs,  jusqu'à  ceux  de 
l'ordre/?  —  i  inclusivement,  soient  nuls 5  mais  peut-être  n'a-t-on pas 
de  démonstration  simple  et  rigoureuse  de  cette  dernière  proposi- 
tion. Je  vais  donner  ici  celle  que  j'ai  fait  connaître  en  1874  dans 
mon  enseignement  de  l'Ecole  JNormale. 

Considérons  les  équations  "(i)  et  (2),  et,  si  m  et  71  sont  inégaux, 
supposons  771^  n.  Formons  les  identités  suivantes  : 

/  [a,-i-a,x  -f--.  .  .  -{-a„,x"'-')  g[x]  —  [by-^b^x-^  .  .  .  -h b„x"-^)  f{x) 

• —  C(,f,  -r-  Coi  X-f-  •  •  ■  -t~  C'o_  m  — i  X  ^^^  Oq  ^  .37  j , 

Ï.-+-.  .  .-hamX"-')g{x)  —  (&,-f-.  .    -^bnx"-')f{x] 

—  C\o-hCuX-^.  .  .-f-f,.m-iJ:"'^'   --  ?i{^), 


{a„  + .  . .  H-a,„a;"-")  g-  [x]  —  b„f>x) 

\  =  C,._,,o  ->-  C„_,,,  a:  -f-  .   .   .  -i-  Cn-,,,n-,  X"—*  =:  On-,  [x]  , 


auxquelles  nous  ajouterons  les  suivantes,  si  m  est  plus  grand  que  n  : 

g[x]  =rz  bg-hb.x  ~  .  .  .  -i-  bnX", 
xg[x)  =  b^x->~  .  .  .  -hbnX"'^\ 


(4) 


=  b. 


b„  X" 


Si  les  équations  (i)  et  (2)  sont  vérifiées  par  une  même  valeur  de  x, 
cette  valeur  de  x  satisfera  en  même  temps  aux  équations  qu'on  ob- 
tient en  égalant  les  seconds  membres  des  identités  (3)  et  (4)  à  zéro  : 

Oo(a:]=o, .  .  . ,   o„_i(.r]=o,  g-(.r]  =  o, .  .  . ,  ar'"~"~' g"  (x)  =  o. 


On  obtient  ainsi  un  système  de  m  équations,  qu'on  peut  consi- 
dérer comme  étant  du  premier  degré,  si  l'on  détruit  la  dépendance 
qui  existe  entre  les  dilîërentes  puissances  de  a:,  et  si  l'on  y  considère 
a:,  x', . . . ,  x"'~*  comme  des  inconnues  distinctes.  Ces  équations  étant 
en  nombre  supérieur  d'une  unité  à  celui  des  inconnues,  il  faut, 
pour  qu'elles  admettent  une  solution  commune,  que  leur  détermi- 
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nant  soit  égal  à  zéro.  Soit  A  ce  déterminant 


Cqo 

Cç 

t'io 

Ci 

•• 

• 

C,<->,„       C, 

k 

bi 

o 

b. 

Com—i 
Cl  ,m— ; 

Cn — ;,f7i  — I 

O 

O 


bo 


b„ 


Ainsi,  pour  que  les  équations  aient  une  racine  commune,  on  doit 
avoir 

A=o. 

Cette  condition  est  nécessaire,  je  dis  qu'elle  est  suffisante.  En 
effet,  si  elle  est  satisfaite,  on  pourra,  d'après  un  tliéorème  connu, 
trouver  au  moins  un  système  d'arbitraires  Xqi  ''•i^  •  •  •  ,)s,.-iî  vérifiant 
les  équations  suivantes  : 


7.„Cc,H-?.,Cn-^/.:C.„  -f- 


À„_, c„_,,,  -I- >„6,  -4- >„+, />o  =  o, 


?.o  C,,„_ 


.   -^-    >.«-!   C„. 


>>„,_,  b„  =  n; 


carie  résultat  de  l'élimination  des  ar])ilraires  A  entre  ces  équations 
donne  encore  le  déterminant  A,  dans  lequel  les  lignes  seraient 
changées  en  colonnes  et  les  colonnes  en  lignes. 

Cela  posé,  multiplions  les  identités  (3)  et  (4),  dans  l'ordre  où 
elles  sont  écrites,  par  les  arbitraires,  Ào,/i,...,  ^,„_i  satisfaisant  aux 
équations  (5),  et  ajoutons  toutes  ces  identités.  Dans  le  second 
membre,  les  coefficients  de  toutes  les  puissances  de  x  seront  nuls, 
et  l'on  obtiendra  une  nouvelle  identité  de  la  forme 


(6) 

où  l'on  a 


f,{x]g{x]  -f[x)g,[x)=o, 


~-b„x"-']+h{b. 


-^bnX"--]  -f-  .   .    .—>.„_,  6,„ 
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Il  ressort  de  ces  expressions  de /i  [x)^gi{x)  que  ces  polynômes 
sont  de  degré  inférieur  respectivement  kf[x)  et  à  g[x). 

Or,  en  vertu  de  l'identité  (6),  toutes  les  racines  diC:f[x)  sont  ra- 
cines de  l'équation 

/.(^)g'(^)  =  o; 

et,commeyi  [x)  est  de  degré  inférieur  à/'(x),une  au  moins  des  ra- 
cines Acf[x)  appartient  à  g{x)^  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Je  dis  maintenant  que,  si  les  mineurs  de  A  sont  nuls  jusqu'à 
ceux  de  l'ordre  p —  i  sans  que  tous  ceux  de  l'ordre/?  le  soient,  les 
équations  proposées  auront  />  racines  communes.  Je  m'appuierai 
sur  le  lemme  suivant  : 

«  Etant  donné  un  système  d'équations  liomogènts  du  premier 
degré,  en  nombre  égal  à  celui  des  inconnues,  si  le  déterminant  de 
ces  équations  et  tous  ses  mineurs  jusqu'à  l'ordre/^  exclusivement 
sont  nuls,  ces  écjuations  admettront  une  solution  dans  laquelle  p 
des  incomwxes^  convenablement  choisies,  pourront  être  prises  arbi- 
trairement.  » 

«  Il  y  aura  toujours  au  moins  une  solution  pour  laquelle /J —  i 
des  inconnues,  choisies  comme  on  voudra,  seront  nulles,  sans 
que  toutes  les  autres  le  soient.  )> 

((  Récij^roquement,  si  un  tel  système  admet  des  solutions  dans 
lesquelles  p  des  inconnues  peuvent  être  choisies  arbitrairement, 
tous  les  mineurs,  jusqu'à  l'ordre  p —  i  au  moins,  seront  nuls,  w 

Remettant  à  la  fin  de  cette  Note  la  démonstration  de  ce  lemme, 
je  remarque  que,  si  le  déterminant  A  et  tous  ses  mineurs,  jusqu'à 
l'ordre /»  exclusivement,  sont  nuls,  on  pourra,  d'après  le  lemme, 
trouver  une  solution  des  équations  (5), dans  laquelle  /o,?.i, ...,  ?-p_2 
seront  nuls;  alors  g^  [x)  sera,  au  plus,  dudegré  n — Pifi  {x)  au  plus 
du  degré  m — p.  Or  nous  savons  que  toutes  les  racines  àcf[x) 
appartiennent  à  l'équation 


/.(^; 


g[X]'^0. 


Commey^i  [x)  est,  au  plus,  du  degré  m  —  p^  p  de  ces  racines  au 
moins  appartiennent  à  f{x)^  et  les  deux  équations  ont  au  moins 
p  racines  communes.  Je  vais  démontrer  qu'elles  n'en  ont  pas  da- 
vantage. 

Supposons, en  effet,  que  cj  soit  le  nombre  des  racines  communes, 
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et  soit 

le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  à  ces 
racines  communes.  Ce  polynôme  entre  en  diviseur  dans  les  po- 
lynômes cf  (x)  et  a^  g- (x),  définis  par  les  identités  (3)  et  (4).  Un 
quelconque  de  ces  polynômes  pourra  donc  s'écrire 

On  voit  que  l'un  quelconque  de  ces  polynômes  est  une  combi- 
naison linéaire  des  expressions  suivantes  : 

h^x'"-^  H-/ji^"'""'-4- .  .  .  ~>-/igX"'-~''~\ 
h^x""'  H-  hfX""^  ^-  .  .  .  -i-  hgX"""'~\ 


lux'}  +  liiXi'  -f- .  .  .  -h  hqX"; 


d'où  il  suit  que  les  m  —  i  équations  (  devenues  homogènes  si  l'on 
introduit  a:-"},  que  l'on  obtient  en  égalant  ces  polynômes  à  zéro  et  en 
considérant  les  puissances  de  x  comme  des  inconnues  séparées, 
sont  vérifiées  si  les  m  —  q  fonctions  linéaires  précédentes  sont 
nulles 5  or,  en  égalant  à  zéro  ces  ni  —  q  fonctions  linéaires,  on 
établit  seulement  m  —  q  relations  entre  les  i}i  inconnues 

On  peut  prendre  arbitrairement  q  de  ces  inconnues,  par  exemple 

xî"',^î^', .  . . ,  x"; 

donc,  d'après  le  lemme,  le  déterminant  A  et  tous  ses  mineurs, 
jusqu'à  l'ordre  (/  —  i  au  moins,  sont  nuls. 

Revenons  à  notre  hypothèse  :  nous  avons  supposé  que  le  déter- 
minant et  ses  mineurs,  jusqu'à  l'ordre  p  —  i,  sont  tous  nuls,  sans 
que  ceux  d'ordre  p  le  soient,  et  nous  en  avons  conclu  qu'il  y  a  au 
moins  p  racines  communes.  Nous  voyons  maintenant  qu'il  n'y  en  a 
pas  davantage,  puisque,  s'il  y  en  avait/; -{-A,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  démontrer,  tous  les  mineurs  de  l'ordre  p-h-h  —  i  seraient 
nuls,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Nous  avons  donc  établi  la  proposition 
que  nous  avions  en  vue,  et  nous  pouvons  énoncer  le  tliéorème 
suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équations  (i) 
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et  (2)  aient  au  moins  une  racine  commune  s'obtient  en  égalant  à 
zéro  le  déterminant  A. 

Si  tous  les  mineurs  de  ce  détei^minant  sont  nuls,  jusqu'à  V ordre  p 
exclusivement,  il  y  a  p  et  seulement  p  racines  communes . 

Je  passe  maintenant  à  la  démonstration  du  lemme  sur  lequel  je 
me  suis  appuyé. 

Soit  un  système  d'équations  homogènes 


a,-,  x^-\- 


UinXn  =  0, 


Considérons  le  déterminant 


-f-fl„„X„=:=  O. 


R, 


«m 


et  supposons  que  tous  ses  mineurs,  jusqu'à  ceux  de  l'ordre  p  —  i 
soient  nuls,  ceux  de  l'ordre /^  ne  l'étant  pas  tous.  Par  exemple,  le 
mineur 

Uix                ...        Uf^n^p 
=:B 

[    ^n—p,\         •  •   •         (lii—p,ti~p     , 

sera  diilerent  de  zéro;  alors  tirons  des  n  — p  premières  équa- 
tions Xi , . . . ,  x„_p  et  portons-les  dans  l'une  quelconque  des  suivantes, 
celle  de  rang  n — p-r-q -  Le  résultat  de  la  substitution  sera 


«,, 


ax,„-p 


•^n — B+l   ~^ 


(lu>  Xn 


"n — p,i  •••         "n — p,n—p  ttn-p,ii — [i-k-\  •^n—p  +  l  ■"  •  •   •     1"  "« — p,n^n 

ttn—p+q,\         ••'        (ln—p+q,n—p.        i(n—p+q,n—p+l-^n—p-h\  ~i~  •  .   .  "+"   a„—p+q.nXn 

Or  ce  résultat  est  identiquement  nul,  puisque  le  coefficient  de  chaque 
inconnue  est  un  mineur  d'ordre  p — i.  Ainsi  toutes  les  équations 
qui  suivent  la  [n  —  ^^eme  ^Q^ii  des  conséquences  des  premières,  et 
l'on  tire  de  ces  premières  des  valeurs  de  Xi, .  .  • ,  x„_^  de  la  forme 
suivante  : 


(8) 


•^1  X\i  Xn—p+i  +  •  •  •  +  X\p  Xny 

Xi  —  fljji  x,i — D-i-1  "t- .  • .  ~i~  y-ip  Xny 


Xii^p Xn—p,i  Xn — 


■p  +  l 


'■n—p 


,n  ^rf 
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On  voit  que  la  solution  générale  permettra  de  prendre  arbitrai- 
rement les  p  inconnues  x„_p^i,...,  J^„. 

En  général  les  p  inconnues  que  l'on  peut  prendre  arbitrairement 
ne  doivent  pas  être  choisies  d'une  manière  quelconque.  Par  exemple, 
dans  le  système  indéterminé 

X-i  -\-  Xi  +  Xi=  G,      X\  -\-  X2    H  JTj  -f-  JT;  =  O, 

on  peut  choisir  arbitrairement  deux  des  inconnues,  pourvu  qu'au- 
cune d'elles  ne  soit  a\.  La  règle  à  suivre  est  la  suivante  : 

On  peut  donner  des  valeurs  quelconques  à  p  inconnues,  si  les 
mineurs  d'ordre  />,  obtenus  en  supprimant  des  lignes  quelconques 
et  toujours  les  mêmes  colonnes,  celles  qui  contiennent  les  coeffi- 
cients de  ces  inconnues,  ne  sont  pas  tous  nuls. 

Je  dis  malmenant  que,  dans  tous  les  cas,  il  y  aura  au  moins  une 
solution  dans  laquelle  p  —  i  quelconques  des  inconnues  seront 
nulles.  On  pourrait  déduire  cette  proposition  d'une  autre  plus  gé- 
nérale, relative  aux  équations  homogènes  en  nombre  supérieur  à 
celui  des  inconnues  5  mais  on  peut  aussi  raisonner  comme  il  suit  : 
supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  les  inconnues  qu'on  veut 
annuler  appartiennent  en  partie  à  chacun  des  deux  groupes 

Soient 

les  inconnues  qui  doivent  être  nulles.  Les  h  —  i  premières  équa- 
tions (8)  deviendront 

O  ^:^  Xi  p  X,,  -T-  Ci[^  r,—\  X„^i    .    ...  — |—  y.f  ^ p—/,-^\  .1  „_/,^i , 
O  :=  (Xip  X„  -^  .  .  .  -+-  «,,/,_/,+,  X„-/,+\, 


CXh^t,nX„+  ...  H-   a.h-\n-h+\  Xn-U^ 


Elles  sont  au  nombre  de  h  —  i  et  contiennent  h  inconnues,  x„, 
jr„_i,.  .  .,  a^„_/,+i.  Donc  elles  admettront  au  moins  un  système  de 
solutions  dans  lequel  toutes  les  inconnues  ne  seront  pas  nulles;  en 
portant  ces  valeurs  dans  les  autres  équations  (8),  on  aura  toutes 
les  inconnues.  Il  y  aura  donc  un  système  de  valeurs  dans  lequel  les 
inconnues  désignées  seront  nulles,  les  autres  ne  l'étant  pas  toutes. 


I 
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Enfin,  pour  achever  la  démonstration  du  lemme,  je  vais  prouver 

que  l'on  ne  peut  pas  avoir  une  solution  dans  laquelle  p  -h  (f  des 

inconnues  désignées  à  l'avance  aient  une  valeur  quelconque.  Soient 

en  effet 

'^ii-  -p+it  •  •  •  »  •^(1— /i-t-y 

ces  inconnues.  Alors  les  /.  —  i  premières  équations  du  système  (8\ 
devraient  être  vérifiées  par  des  valeurs  des  inconnues  a„,  jr„_i,. .  .. 
Ji'n-h+^+i  en  nombre  inférieur  à  celui  des  équations,  ce  qui  est  im- 
possible, les  termes  constants  de  ces  équations  J",,  X2,...,a"ft_, 
étant  arbitraires.  Donc  : 

Quand  tous  les  mineurs  seront  nuls,  jusqu'à  ceux  de  l'ordre  p 
exclusivement,  on  ne  pourra  pas  prendre  arbitrairement  plus  de 
p  inconnues,  et,  par  suite,  si  l'on  sait  que  l'on  peut  prendre  arbi- 
trairement f/  inconnues,  tous  les  mineurs  sont  nuls,  au  moins 
jusqu'à  ceux  de  l'ordre  (/  —  i . 

Notre  lemme  est  ainsi  complètement  établi. 

J'ajoute  maintenant  quelques  remarques  qui  résultent  de  la  dé- 
monstration. 

D'abord,  quand  il  y  aura  q  racines  communes,  on  voit  qu'en 
combinant  les  équations  entre  les  puissances  x,.  .  . ,  a,"'~*  de  l'in- 
connue, il  sera  toujours  possible  d'établir  une  relation  entre  a  H-  i 
puissances  consécutives  de  cette  inconnue,  que  cette  relation  se  ra- 
mènera par  la  suppression  d'une  puissance  de  x  à  une  équation 
toujours  la  même  de  degré  (7,  qui  donnera  les  q  racines  communes, 
ces  racines  pouvant  être  sinqdes  ou  multiples. 

En  second  lieu,  pour  ne  pas  compliquer  notre  analyse,  nous 
n'avons  pas  parlé  des  racines  infinies.  Pour  les  comprendre  dans 
notre  discussion,  il  faudra  rendre  les  équations  homogènes  et  rai- 
sonner de  la  manière  suivante  : 

Soient 
,  .  i  f[^>X]  ~  ^''oT'"  "^  a^y-^  X  -\-  .  . .  -T-  rt„,  .V", 

\  S [^'fi  =  l>oy"  -h  h, y-"-'  ^  -^ . . .  -}-  b^y 

nos  deux  équations.  On  peut  les  écrire 

/ [^yy]  =J ""^ [^oy  ^  •  •  •  -^ apX''\  +  x^"^'  [dp+O'"''"'  ^■■■'^a„. x"'~i-' ] , 
g  [a:,y)  =y  "-P  [b^yP  +  . . .  +  bpXP]  4- xP+'  { 6^+,  y-P"  +  . . .  --j-  è„  x"''-'  ). 
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Posons 

Op  [x,y)  =  'a,yr  -^-...^apxP]  (6^_,  j—/'-'  -'r- .  .  .  +  6„  x"-P-^  )  y"'-" 

—  [ap+,  f'-f-'  -^ .  . .  -f-  a„.  x"-P-'  )  [bofP  +  ...-{-  bpXP). 

On  voit  que  cf^  (x,/)  est  une  fonction  homogène  de  degré  m —  i, 
pareille  à  celle  que  nous  avons  désignée  de  la  même  manière  dans 
les  formules  (3).  Or  on  a  identiquement 

(V,r-^-'  -t- . . .  +  b„x''-p-^]f[x,f] 

-  g  (•^»  j)  («/'+>  r"^"'  +  •  •  •  -+-  fn,  x"-P-'  )  =  x"-P  9P  [x,y], 
[b,f'-h...+hpXP)f[x,y] 

-  §[Xyr)  [a,r^  +  ...+apXP)  =  —xP^^  ^p  {x,x]. 

On  voit  donc  que,  pour  tout  système  (x,  j)  de  valeurs  correspon- 
dant à  une  racine  commune, 

r"'''Op[x,y),   xP-^'(^p  [x,}') 

doivent  être  nuls.  Comme j)^  et  x  ne  sont  pas  nuls  en  môme  temps, 
on  aura 

On  joindra  à  ces  n  équations  les  /«  —  n  suivantes  : 

y"'-'-'g[x,x)=o,   y^-"''xg{x,y)^o,...,    x'"      'g-(.r,j)  =  o, 

et  l'on  obtiendra  ainsi,  mais  rendu  homogène  et  sans  avoir  intro- 
duit ni  supprimé  de  solution  nulle  ou  infinie,  le  système  de  tn  équa- 
tions sur  lequel  nous  avons  raisonné.  Le  reste  de  la  discussion  ne 
subira  aucune  modification  essentielle. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

CREMONA  (L.) ,  directeur  de  l'École  d'Application  des  Ingénieurs,  à  Rome.  — 
Élémiînts  de  Géométrie  projective,  traduits,  avec  la  collaboration  de  l'au- 
teur, par  M.  Ed.  Dewulf,  chef  de  bataillon  du  Génie,  etc.  —  Première  Partie. 
—  Paris,  Gauthier-Villars,  i  volume  in-S",  avec  216  figures  dans  le  texte. 
Prix  :  6  fr. 

«  On  ne  peut  se  flatter  d'avoir  le  dernier  mot  d'une  théorie,  dit 
quelque  part  Gergonne,  tant  qu'on  ne  peut  pas  l'expliquer  en  peu 
de  paroles  à  un  passant  dans  la  rue.  m  L'idéal,  en  efïet,  que  doit 
sans  cesse  avoir  devant  les  yeux  l'auteur  d'un  traité  destiné  aux 
écoliers,  c'est  cette  simplicité  extrême  qui  est  la  marque  des  doc- 
trines aclievécs,  qui  ne  laisse  plus  rien  d'artificiel  ni  de  caché 
dans  les  procédés  par  lesquels  on  arrive  à  la  solution  des  problèmes, 
de  manière  que  la  démonstration  ne  sert  plus,  en  quelque  sorte, 
qu'à  sanctionner  l'intuition.  C'est  ainsi  que  les  théories  nouvelles 
descendent  peu  à  peu  des  sommets  nuageux  de  l'invention  dans  la 
grande  plaine  de  l'enseignement  populaire,  plus  limpides  à  chaque 
pas  et  bientôt  accessibles  à  tous.  Ce  qui  était  naguère  la  Géométrie 
«  supérieure  »  finit  par  devenir  la  Géométrie  élémentaire,  et  les 
conceptions  profondes  des  Poncelet,  des  Chaslcs,  des  Steiner,  ré- 
duites à  quelques  principes  simples  et  féconds,  viennent  rajeunir 
et  vivifier  le  vieil  héritage  d'Euclide.  Ce  n'est  pas  à  dire  toutefois 
que  la  Géométrie  dite  moderne  soit  née  d'hier  :  on  rencontre  les 
premières  traces  des  propriétés  projectives  chez  les  géomètres  de 
l'antiquité  5  mais  ce  qui  appartient  bien  à  notre  siècle,  c'est  l'en- 
chainement,  le  développement  et  l'application  de  ces  idées.  On  y 
est  parvenu  par  les  voies  les  plus  diverses,  qui,  finalement,  se  ren- 
contrent pour  aboutir  aux  mêmes  résultats. 

Quoique  la  Géométrie  nouvelle  soit  d'origine  essentiellement 
française  (il  suffit  de  citer  les  noms  illustres  de  Desargues, Pascal, 
Carnot,  Brianchon,  Monge,  Gergonne,  Poncelet,  Chasles),  elle 
n'occupe  pas  encore  dans  notre  enseignement  la  place  qui  lui  est 
due,  tandis  que  dans  d'autres  pays  elle  a  depuis  longtemps  forcé  la 
porte  des  écoles.  Ce  retard  tient  peut-être  à  l'absence  d'un  livre 
élémentaire  5  et  c'est  pour  combler  cette  lacune  que  M.  Dewulf  a 
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entrepris  de  traduire  l'excellent  Traité  de  M.L.  Cremona,fjui  a  déjà 
été  ici-mème  l'objet  d'un  compte  rendu  détaillé  (^).  On  ne  saurait 
trop  remercier  le  savant  Commandant  du  Génie  du  dévouement  à 
la  science  dont  il  a  fait  preuve  en  consacrant  son  temps  au  labeur 
ingrat  d'une  traduction  c]ui  est  un  modèle  d'exactitude  et  de  cor- 
rection. L'édition  française  a  même  un  grand  avantage  sur  l'ori- 
ginal :  l'atlas  qui  accompagne  l'Ouvrage  italien  a  été  remplacé  par 
des  figures  gravées  sur  cuivre  et  intercalées  dans  le  texte. 

M.  Cremona  est  un  éclectique.  Il  prend  ses  définitions  et  sa  no- 
menclature où  il  les  trouve,  choisissant  toujours  les  termes  les  plus 
expressifs,  ceux  qui  correspondent  le  mieux  aux  notions  auxquelles 
ils  s'applicjuent.  «  Dans  le  développement  des  matières,  dit-il,  je 
ne  me  suis  pas  astreint  à  suivre  exclusivement  tel  ou  tel  auteur; 
j'ai  emprunté  à  tous  ce  qui  me  semblait  utile  à  mon  but,  qui  est  de 
faire  un  Livre  absolument  élémentaire  et  technicjue,  accessible 
naème  à  ceux  qui  n'ont  d'autres  connaissances  que  les  éléments  les 
plus  simples  de  la  Géométrie  ordinaire.  ))  Afin  de  conserver  à  son 
Livre  ce  caidctère  éminemment  pratique,  et  d(;  mettre  rapidement 
les  élèves  à  même  d'appliquer  leurs  connaissances  théoriques  au 
dessin,  M.  Cremona  s'attache  de  préférence  aux  propriétés  des- 
criptives, sans  cependant  négliger  les  propriétés  métriques.  En  eliet, 
bien  qu'il  ait  pris  pour  point  de  départ  les  principes  de  la  Géomé- 
trie de  situation,  il  introduit  bientôt  l'importante  notion  du  rap- 
port anharmonique,  qui  rend  plus  claire  la  conception  des  séries 
homograpliiques,  et  permet  d'établir  très-simplement  les  principales 
propriétés  métriques  qui  appartiennent  aux  figures  projectives,  en 
même  temps  qu'elle  facilite  l'étude  des  propriétés  descriptives. 
Néanmoins  M.  Cremona  préfère  généralement  les  démonstrations 
graphiques,  qui  semblent  mieux  appropriées  à  un  cours  que  l'on 
peut  considérer  comme  une  introduction  à  l'étude  de  la  Statique 
graphique  et  de  la  Géométrie  descriptive.  Il  entremêle  volontiers 
les  théorèmes  de  la  Géométrie  plane  et  ceux  de  la  Géométrie  de 
l'espace,  estimant  avec  raison  cjue  les  considérations  stéréométri- 
ques  aident  souvent  à  rendre  simple  et  intuitif  ce  qui  parait  com- 
pliqué lorsqu'on  ne  veut  pas  sortir  du  plan,  sans  compter  qu'elles 


(')  Voir  Bulletin,  t.  V,  p.  lo. 
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exercent  cette  imagination  géométrique  si  utile  à  l'ingénieur,  qui 
doit  pouvoir  se  représenter  les  figures  dans  l'espace  sans  le  secours 
d'un  dessin  ou  d'un  modèle. 

Tel  qu'il  est,  l'Ouvrage  de  M.  Cremona  rendra  de  très-grands  ser- 
vices, et,  au  point  de  vue  de  l'enseignement,  son  éclectisme  offre  un 
réel  avantage,  parce  qu'il  est  bon  d'agrandir  l'horizon  des  élèves  en 
vai'iantles  moyens  et  en  établissant  la  concordance  des  méthodes. 
La  marche  rigoureusement  systématique,  que  préfère  généralement 
l'inventeur  d'un  principe  nouveau  dont  il  s'agit  d'éprouver  la  puis- 
sance, ne  convient  pas  toujours  à  l'enseignement,  qui  s'accommode 
volontiers  d'une  variété  d'aspects  plus  propre  à  éclairer  toutes 
les  faces  du  problème  avec  lequel  il  s'agit  de  mettre  l'élève  aux 
prises. 

Le  premier  volume  des  Eléments  de  Qéoniétrie  projectile  ren- 
ferme la  théorie  des  formes  géométriques  fondamentales  de  pre- 
mière espèce  (ponctuelles,  faisceaux,  séries  de  points  ou  de  tan- 
gentes d'une  conique).  On  y  trouve  un  grand  nombre  d'exercices 
dont  les  élèves  doivent  dessiner  les  épures,  ce  qui  ajoute  beaucoup 
à  la  valeur  pratique  de  l'Ouvrage,  Espérons  que  le  second  volume 
ne  se  fera  point  attendre.  R.  R. 


BELLAVITIS  (G.)  —  Riassunto  delle  Leziomi  di  Algebra  date  dal  comm. 
GiusTO  Bellavitis.  —  Padova,  1875.  —  140  p.  in-S". 

Ce  nouvel  Ouvrage  de  M.  Bellavitis  s'applique  exclusivement  à 
l'Algèbre  conipléinentaire .  Il  renferme  le  résumé  des  Leçons  pro- 
fessées par  lui.  Leçons  qu'il  a  eu  l'excellente  inspiration  de  con- 
denser ainsi  en  un  volume  de  faible  étendue,  mais  contenant  malgré 
cela  beaucoup  de  choses.  La  division  adoptée  par  l'auteur  est  celle 
en  dix  Chapitres  j  nous  allons  examiner  chacun  d'eux  d'une  façon 
sommaire  : 

Le  Chapitre  I^'"  est  intitulé  :  Principes  et  résolution  numérique 
des  équations  algébriques  à  une  inconnue.  Après  quelques  consi- 
dérations générales  sur  les  principes  de  la  science  des  quantités  et 
sur  l'objet  de  l'Algèbre  complémentaire,  l'auteur  y  définit  les  ra- 
cines d'une  équation,  indique  les  opérations  pour  trouver  une  racine 

5. 
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en  fraction  décimale,  établit  certains  théorèmes  sur  le  nombre  des 
racines  d'une  équation,  et  donne  enfin  la  détermination  de  toutes 
les  racines  d'une  équation  algébrique. 

Le  Chapitre  II  a  pour  objet  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions, savoir  celles  du  troisième  et  du  quatrième  degré  et  quelques 
autres  de  degrés  supérieurs,  et  qui  sont  également  résolubles. 

Dans  le  Chapitre  III  (  Théorèmes  sur  les  polynôînes  et  sur  les 
équations.  Facteurs  décimaux,  Décomposition  des  fonctions  frac- 
tioiviaires)  se  trouvent  exposés  la  formule  du  binôme,  les  théorèmes 
de  Hudde,  de  Rolle,  de  Sturm  et  de  Sylvester.  Suivent  de  courtes 
considérations  sur  l'usage  des  facteurs  décimaux  dans  la  résolution 
des  équations,  qui  sont  présentées  avec  beaucoup  de  simplicité  et 
d'élégance-,  et  enfin  des  notions  sur  la  décomposition  des  fonctions 
fractionnaires. 

Le  Chapitre  IV  traite  des  faclorielles,  des  combinaisojis  et  des 
probabilités.  On  y  trouve  quelques  considérations  intéressantes  sur 
les  nombres  figurés.  Le  calcul  des  probabilités  n'y  est  guère  l'objet 
que  d'une  mention  tout  à  fait  générale. 

L'auteur  donne  ensuite,  dans  le  Chapitre  \  intitulé  :  élimination 
et  déterm-inants,  un  aperçu  rapide  des  déterminants  et  des  notions 
sur  l'élimination  dans  les  équations  du  premier  degré  et  dans  celles 
de  degrés  supérieurs. 

Le  Chapitre  VI  [Nombres  entiers ,  Fractions  continues ,  Con- 
gruerices)  constitue  un  résumé  fort  intéi'essant  des  principes 
essentiels  delà  théorie  des  nombres. M.  Bellavitis  examine  les  pro- 
priétés élémentaires  des  nombres  et  de  leurs  diviseurs,  les  racines 
rationnelles  des  équations,  les  fractions  continues  et  leur  emploi 
dans  l'expression  des  racines,  la  partition  des  nombres,  l'analyse 
indéterminée  du  premier  degré,  celle  du  second  degré  dans  quel- 
ques cas  particuliers  et  enfin  les  congruences.  La  notation  proposée 
pour  les  congruences  a^^b  au  lieu  de  a^b  (mod.m)  nous  semble 
une  heureuse  modification,  surtout  lorsque  le  module  se  compose 
d'une  seule  lettre. 

Le  Chapitre  VII  a  pour  titre  :  Logai'ithmes,  Exponentielles  et 
Fonctions  hyperboliques.  Il  contient  des  notions  sur  ces  diverses 
fonctions,  et  particulièrement  sur  l'emploi  des  logarithmes  d'addi- 
tion ou  de  soustraction,  dits  de  Gauss,  et  qui  appartiennent  en  réa- 
lité à  Leonelli. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  69 

Dans  le  Cliapitre  VIII  [Imaginaires,  Quantités  géométriques. 
Fonctions  circulaires  ou  trigononiétriques)^  M.  Bcllavitis  fait  une 
application  presque  continue  des  principes  de  sa  belle  métliode  des 
équipollences,  et  montre  combien  ces  principes  jettent  de  clarté 
dans  le  calcul  des  imaginaires,  si  plein  de  nuages  pour  les  commen- 
çants, lorsqu'on  ne  considère  pas  les  quantités  géométriques. Peut- 
être,  dans  une  étude  purement  algébrique,  serait-il  bon,  au  point 
de  vue  typographique,  de  renoncer  à  l'emploi  du  signe  particulier 
nommé  ratnuno  dans  la  théorie  des  équipollences,  et  de  le  remplacer 
comme  d'habitude  par  la  lettre  i  qui  surcharge  beaucoup  moins 
l'écriture. 

Chapitre  IX:  Fonctions  inter polaires.  Dérivées,  Séries  infinies. 
Méthodes  d' approximation .  Ce  titre  indique  suffisamment  quels 
sont  les  nombreux  sujets  traités  dans  le  Chapitre  en  question,  qui 
se  termine  par  quelques  notions  sur  les  transcendantes  elliptiques. 

Enfin  le  Chapitre  X  traite  des  fojictions  symétriques,  de  la 
théorie  des  substitutions  linéaires  et  des  formes.  On  y  trouve  un 
aperçu  sommaire  sur  l'emploi  des  discriminants,  des  invariants  et 
des  covariants. 

Il  ne  faudrait  pas  prendre  ce  petit  volume  pour  un  Traité  complet 
d'Algèbre  supérieure.  M.  Bcllavitis  n'a  pas  eu  certainement  cette 
prétention.  C'est,  comme  l'indique  le  titre,  un  résumé,  mais  un  ré- 
sumé fort  bien  fait,  donnant  des  notions  générales  et  concises  sur 
une  foule  de  sujets,  qui  appartiennent  pour  la  plupart  à  notre  en- 
seignement officiel,  et  dont  quelques-uns,  bien  que  n'entrant  pas 
dans  cet  enseignement,  présentent  cependant  un  grand  intérêt. 
Dans  un  Livre  de  ce  genre,  on  ne  peut  pas  évidemment  s'attendre 
à  rencontnîr  des  choses  vraiment  nouvelles  ;  mais  l'auteur  a  su  y 
mettre  ces  qualités  de  clarté,  de  précision,  qu'on  reti^ouve  ici  comme 
dans  ses  autres  œuvres. 

Les  élèves,  surtout  ceux  qui  savent  déjà  et  qui  désirent  condenser 
leurs  connaissances  pour  en  acquérir  de  nouvelles,  ne  peuvent  que 
gagner  à  la  lecture  d'un  pareil  Ouvrage.  Il  n'en  existe  malheureu- 
sement pas  d'analogues  en  France,  et  il  serait  à  désirer  que  M.  Bcl- 
lavitis trouvât  chez  nous  cjuelque  imitateur,  ou  plutôt  que  l'on  vint 
à  publier  une  traduction  de  son  excellent  petit  Livre. 

A.  L. 
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NEWCOMB  (S.),  prof,  of  the  National  Observatory  of  Washington  U.  S.  - 

On   THE   INVESTIGATION   OF   THE   ORBIT   OF  UrANUS  ('). 

L'étude  de  l'orbite  d'Uranus,  par  le  professeur  S.  Newcomb,  a 
été  achevée  dans  sa  substance  en  octobre  1872;  l'Ouvrage  complet 
a  pu  paraître  au  printemps  de  i8y3. 

Ce  grand  travail,  auquel  l'auteur  s'est  consacré  pendant  treize 
ans,  a  absorbé  la  majeure  partie  des  loisirs  de  son  service  à  l'Ob- 
servatoire National  de  Washington,  depuis  iS6y  jusqu'à  1872.  Sa 
rédaction  n'exigeait  pas  seulement  les  considérations  mathémati- 
ques les  plus  élevées,  mais  aussi  des  calculs  arithmétiques  d'une 
grande  longueur.  Grâce  au  concours  de  l'Institut  Smithsonien, 
aux  frais  duquel  ces  calculs  ont  été  faits,  le  professeur  Newcomb 
a  été  mis  à  même  de  compléter  ces  importantes  recherches,  sans 
qu'il  lui  fallût,  pour  cela,  consacrer  son  énergie  à  des  travaux  qui 
pouvaient  être  accomplis  par  une  intelligence  d'un  caractère  moins 
élevé.  Les  réflexions  suivantes  de  l'auteur  de  cet  Ouvrage  méri- 
tent de  trouver  place  ici  : 

(c  II  pourra  paraître  surprenant,  aux  personnes  qui  ne  se  livrent 
pas  spécialement  à  l'Astronomie,  que  depuis  vingt-cinq  ans  que  la 
planète  Neptune  a  été  découverte,  les  positions  d'Uranus,  indiquées 
dans  toutes  les  Ephémérides  d'Europe,  aient  toujours  été  calculées 
sans  que  l'on  ait  tenu  compte  de  l'action  du  nouvel  astre,  d'autant 
plus  que  ce  sont  les  discordances  des  anciennes  Tables  de  Bouvard, 
remontant  à  1820,  qui  ont  conduit  à  la  découverte  de  Neptune, 
en  1846.  C'est  à  ce  point  que  l'occultation  d'Uranus  par  la  Lune, 
observée  en  1871,  était  prédite  d'une  manière  entièrement  inexacte 
■dans  le  Nautical  Alinanac,  avec  près  de  six  minutes  d'erreur,  ce 
qui  explique  pourquoi  nombre  d'observateurs,  désireux  d'être  té- 
moins d'un  phénomène  aussi  rare,  ont  été  entièrement  déçus.  Un 
cri  unanime  s'éleva  contre  \ Almanac ;  mais  il  aurait  été  juste  de 
remarquer  que  ce  Recueil  ne  pouvait  servir  avec  la  disposition  ac- 
tuelle de  ses  Tables,  et  que  la  construction  de  Tables  nouvelles,  en 
rapport  avec  les  progrès  de  l'Astronomie,  était  au-dessus  des  forces 


(')  Extrait  de  V  Animal  Report  of  the  Doard  of  Régents  of  the  Smithsonian  Institu- 
■tion,  Jor  the  Year  1872.  Washington. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOiMIQUES.  7« 

d'un  seul,  et  ne  pouvait  être  entreprise  que  sous  les  auspices  d'un 
gouvernement  suffisamment  libéral. 

»  Le  peu  d'empressement  des  astronomes  à  entreprendre  un  tel 
travail  est  encore  démontré  par  ce  fait,  que  les  Tables  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  de  même  que  celles  d'Uranus,  étaient  déjà  vieilles  de  plus 
de  cinquante  ans,  et  étaient  devenues,  par  suite,  très-inexactes.  La 
Société  Astronomique  d'Allemagne  avait  été  invitée,  dans  les  cinq 
dernières  années,  à  préparer  les  éléments  de  nouvelles  Tables  de 
Jupiter,  mais  je  ne  sache  pas  que  Ton  ait  fait  de  grands  progrès 
dans  cette  étude. 

))  Le  premier  Chapitre  du  présent  Ouvrage  contient  l'exposé  de 
la  méthode  suivie  dans  le  calcul  de  l'action  des  planètes  troublantes 
Jupiter,  Saturne  et  jNeptune  sur  le  mouvement  d'Uranus. 

»  Dans  le  deuxième  Chapitre,  cette  méthode  est  appliquée  à  tous 
les  détails  du  calcul  des  perturbations  d'Uranus  produites  par  Sa- 
turne, en  se  bornant,  néanmoins,  aux  termes  de  premier  ordre 
seulement. 

»  Dans  le  troisième  Chapitre^  les  perturbations  produites  par 
Jupiter  et  Neptune  sont  exprimées  par  des  formules,  mais  les  cal- 
culs ne  sont  pas  présentés  avec  autant  de  détails. 

))  Le  quatrième  Chapiti^e  débute  par  une  détermination  prélimi- 
naire de  l'orbite  de  Saturne,  en  partant  des  observations  faites  à 
Greenwich,  et  des  formules  des  perturbations  données  par  Hansen, 
dans  le  but  de  calculer  avec  précision  les  termes  de  second  ordre. 
Cet  exposé  est  suivi  du  calcul  des  termes  de  second  ordre  produits 
par  Saturne,  termes  dont  un  des  facteurs  est  le  carré  delà  masse  de 
cette  planète,  ou  le  produit  de  sa  masse  par  celle  de  Jupiter  ou  celle 
d'Uranus.  Le  plus  remarquable  de  ces  termes  est  un  terme  sécu- 
laire, dont  l'expression  diilêre  matériellement  de  celles  qui  ont  été 
données  par  diverses  autorités,  au  nombre  desquelles  MM. Le  Ver- 
rier, Delaunay,  Adams  et  Hansen,  qui,  toutes,  s'accordent  géné- 
ralement entre  elles.  Il  pourra  se  trouver  encore  dans  mon  travail 
quelque  erreur  qui,  à  la  longue,  modifiera  mes  résultats  ;  je  laisse  aux 
chercheurs  futurs  le  soin  de  trouver  la  cause  de  ces  discordances. 
Elles  seront,  d'ailleurs,  de  telle  nature,  qu'elles  ne  pourront  affecter 
la  position  calculée  de  la  planète  avant  plus  d'un  siècle. 

M  Le  sixième  Chapitre  renferme  la  discussion  de  toutes  les  ob- 
servations d'Uranus  qui  ont  été  publiées  et  réduites  de  telle  ma- 
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nière  qu'on  puisse  s'en  servir.  Leur  nombre  total  atteint  le  chiffre 
de  8763.  On  y  donne,  pour  chaque  série  d'observations,  la  correc- 
tion déduite  de  la  théorie  provisoire. 

w  L'objet  du  septième  Chapitre  est  l'application  de  ces  correc- 
tions aux  éléments  d'Uranus  et  à  la  masse  de  Neptune,  qui  repré- 
sentent les  observations  avec  la  plus  petite  erreur  possible.  La  masse 
déduite  pour  Neptune  s'élève  à  777^,  presque  identiquement  celle 
qu'avait  déjà  trouvée  le  professeur Peirce  depuis  plus  de  vingt  ans  déjà . 
»  La  représentation  des  observations,  d'après  cette  théorie,  doit 
être  regardée  comme  très -approchée.  La  différence  moyenne  ob- 
servée dans  chaque  série  de  cinq  années,  depuis  la  découverte  de 
la  planète,  excède  à  peine  une  seconde  d'arc  dans  chaque  exemple. 
Elle  s'est  élevée,  en   particulier,  à  i",4  durant  la  période  de  1822 
à  1826.  Cet  accord  est  supérieur  à  tous  ceux  que  l'on  a  obtenus 
précédemment.  Malgré  le  nombre  immense  d'observations  discu- 
tées, et  le  soin  apporté  à  les  réduire  à  une  même  base,  je  suis  fondé 
à  admettre  la  possibilité  d'une  représentation  meilleure-,  les  écarts 
observés  étant  d'une  minute  à  peine,  et  se  succédant  d'après  une 
loi  régulière,  montrent  ainsi  qu'ils  ne  peuvent  provenir  que  d'er- 
reurs d'observation  tout  à  fait  accidentelles.  11  me  faudrait  faire  des 
recherches  plus  approfondies  pour  déterminer  la  part  qui  revient, 
dans  ces  erreurs,  à  mes  propres  formules  théoriques,  à  la  réduction 
des  observations  mêmes,  et  aux  erreurs  inévitables  des  instruments. 
Il  serait  très-intéressant  de  connaître  si  elles  doivent  être  attribuées 
à  l'action  d'une  planète    transneptunienne,  mais   celte  recherche 
nécessiterait  une  nouvelle  réduction  de  toutes  les  anciennes  obser- 
vations. Un  travail  de  cette  étendue  tient  une  large  place  dans  les 
desiderata  de  l'Astronomie,  mais  il  ne  pourrait  être  entrepris  que 
sous  les  auspices  du  Gouvernement. 

))  Dans  le  huitième  Chapitre  sont  réunis  les  formules  générales 
et  les  éléments,  exprimés  de  la  manière  la  plus  convenable  pour  les 
usages. 

M  Le  neuvième  et  dernier  Chapitre  renferme  des  Tables  per- 
mettant de  calculer  les  diverses  positions  qu'a  occupées  la  planète 
durant  l'ère  chrétienne,  et  qu'elle  occupera  jusqu'en  l'année 
23oo.  ))  H.   Brocard. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  l'École  Normale  supérieure,  publiées  sous  les 
auspices  du  Ministre  de  l'Instruction  publique,  par  un  Comité  de  rédaction 
composé  de  MM.  les  Maîtres  de  conférences  de  l'École. 

1"  Série,  t.  III;  année  1874  (').' 

Bach.  —  De  l'intégration  par  les  séides  de  l' équation 

d^y       n  —  I   dy  _ 
dx^  X      dx 

L'équation  différentielle  précédente,  transformée  bien  connue  de 
l'équation  de  Riccati,  a  été  l'objet  de  nombreux  travaux,  dont  les 
plus  récents  sont  dus  à  MM.  Caylcy  et  Glaisher,  et  ont  été  insérés 
dans  le  Philosophical  Magazine  (novembre  1869  et  juin  1872). 
C'est  dans  ees  deux  articles  que  l'auteur  a  puisé  les  éléments  du 
travail  actuel. 

Brisse  (Ch.).  —  Exposition  analytique  de  la  théorie  des  sur- 
faces. (60  p.) 

Dans  la  première  Section,  l'auteur  établit,  à  l'aide  d'une  trans- 
foiTnation  de  coordonnées, les  formules  relatives  au  déplacement  le 
plus  général  d'un  trièdre  trirectangle,  et  il  en  déduit  la  portion  des 
formules  de  M.  Codazzi,  qui  est  indépendante  de  la  position  du 
trièdre  par  rapport  à  la  surface.  Il  prouve  ensuite,  à  l'aide  de  l'a- 
nalyse bien  connue  de  M.  O.  Bonnet,  que  six  fonctions  quelconques 
satisfaisant  à  ces  trois  équations  définissent  toujours  le  déplace- 
ment d'un  trièdre  autour  de  son  sommet  et  n'en  délînissent  qu'un. 

En  exprimant  que  le  trièdre  a  deux  de  ses  arêtes  tangentes  à 
une  suiface,  on  trouve  la  portion  des  formules  de  M.  Codazzi  en 
coordonnées  rectangulaires  et  en  coordonnées  obliques,  sous  la 
forme  où  M.  Laguerre  les  a  données  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  1872. 

En  exprimant  c]ue  le  trièdre  est  formé  par  la  tangente,  la  nor- 
male et  la  binormale  d'une  courbe  gauclie,  on  obtient,  au  lieu  des 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  196. 
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formules  de  M.  Codazzi,  les  formules  de  M.  Serret.  Comme  on  a 
quelquefois  à  différentier  ces  formules  jusqu'à  un  ordre  élevé,  l'au- 
teur publie  les  résultats  de  cette  différentiation  jusqu'au  sixième 
ordre.  Il  en  déduit  plusieurs  formules  qui  conduisent  à  des  théo- 
rèmes de  Géométrie  infinitésimale  déjà  démontrés  par  M.  O. 
Bonnet. 

Cette  Section  se  termine  par  les  formules  qui  donnent  le  planos- 
culateur,  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de  torsion  d'une  ligne 
tracée  sur  une  surface,  quand  on  connait  l'angle  sous  lequel  elle 
coupe  les  lignes  coordonnées.  Ces  formules  sont  dues  à  M.  La- 
guerre. 

Dans  la  deuxième  Section  sont  démontrés  le  théorème  d'Euler, 
celui  de  Gauss  relatif  à  la  courbure,  celui  de  Meusnier.  De  l'étude 
des  normales  autour  d'un  point  l'auteur  déduit  ensuite  toutes  les 
expressions  connues  de  la  torsion  géodésique,  de  l'angle  de  deux 
normales  infiniment  voisines  et  de  la  courbure  géodésique. 

Dans  la  troisième  Section  se  trouvent  définies  les  lignes  de  cour- 
bure, les  asymptotiques  et  les  géodésiques.  M.  Brisse  y  donne  le 
théorème  de  Lancrel,  et,  d'après  M.  O.  Bonnet,  l'application  de  la 
théorie  du  dernier  multiplicateur  de  Jacobi  à  l'intégration  des  géo- 
désiques. 

Enfin  la  quatrième  Section  est  consacrée  à  l'étude  des  surfaces, 
lieux  de  normales. 

Le  travail  sera  continué. 

Bouquet.  —  Note  sur  le  calcul  des  accélérations  des  divers 
ordres  dans  le  mouvement  d'un  point  sur  une  courbe  gauche. 

(4  p.) 

L'auteur  fait  connaître  dans  ce  travail  la  méthode  qu'il  a  donnée 
depuis  longtemps  dans  son  enseignement  pour  le  calcul  des  accélé- 
rations d'ordre  supérieur.  La  méthode  générale  est  appliquée  au 
calcul  complet  des  trois  premières  accélérations. 

DuRTiANDE  (H.). —  Etude  de  V accélération  dans  le  déplacement 
d'un  système  de  forme  variable.  (i4  p-) 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  II  de  ce  Recueil,  l'auteur  a 
abordé  une  étude  presque  entièrement  nouvelle,  et  il  s'est  occupé 
du  déplacement  d'une  figure  qui  subit  en  même  temps  une  défor- 
mation homographique.  Mais  ce  premier  Mémoire  ne  comprenait 
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que  l'étude  des  vitesses  5  l'étude  des  accélérations  fait  l'objet  du 
travail  actuel. 

L'auteur  montre  que  l'accélération  peut  être  décomposée  en  trois 
autres.  Il  retrouve,  pour  représenter  la  déformation,  une  surface  du 
second  degré  analogue  à  celle  qu'il  a  rencontrée  dans  l'étude  des 
vitesses,  et  il  insiste  principalement  sur  les  propriétés  qui  ne  font 
pas  double  emploi  avec  celles  du  précédent  Mémoire. 

Pépin  (le  P.).  — Nombre  des  classes  de  formes  (/uadratigues 
pour  un  déterminant  donné.  (44  P-) 

Cette  question  a  été  résolue  par  Diriclilet  dans  ses  Recherches 
sur  les  applications  de  V analyse  infinitésimale  à  la  Théorie  des 
nombres.  M.  Hermite  y  est  revenu  dans  le  t.  LV  des  Comptes 
rendus.  La  solution  proposée  par  l'auteur  n'emprunte  à  l'Analyse 
supérieure  que  les  notions  les  plus  élémentaires  sur  la  quadrature 
des  surfaces  planes.  Il  obtient  ainsi  un  théorème  général,  d'où  l'on 
déduit  sans  peine  soit  les  formules  données  par  Gauss  dans  deux 
Mémoires  présentés  à  la  Société  de  Gôttingue  en  1824  et  iSSj, 
pour  exprimer  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  j'^  qui 
donnent  à  la  forme 

F  =  ax-  +  2  hxy  -—  cy^, 

dont  le  déterminant  est  un  nombre  négatif,  des  valeurs  que  ne  sur- 
passent pas  une  limite  donnée,  soit  les  formules  analogues  données 
par  Diriclilet  pour  les  déterminants  positifs.  L'auteur  déduit  de  ces 
formules  le  rapport  entre  les  nombres  de  classes  proprement  pri- 
mitives pour  deux  déterminants  dont  le  rapport  est  un  carré,  ainsi 
que  le  rapport  entre  les  deux  nombres  de  classes  comprises  dans 
les  deux  ordres  primitifs,  pour  un  même  déterminant.  Le  problème 
se  trouve  ainsi  ramené  à  celui  de  trouver  le  nombre  de  classes  pro- 
prement primitives  pour  un  déterminant  qui  n'est  divisible  par 
aucun  carré.  Celte  condition  remplie  par  le  déterminant  permet  de 
généraliser  la  formule  employée  par  Diriclilet  pour  exprimer  le 
nombre  de  représentations  de  n  par  le  système  des  formes  quadra- 
tiques diverses  qui  représentent  l'ordre  proprement  primitif  pour 
ce  déterminant.  Cette  marche  conduit  l'auteur  à  une  simplification 
analogue  à  celle  de  M.  Hermite  dans  le  travail  cité  plus  haut. 

CoMBESCTjRE  (E.).  —  Sur  cfuclques  questions  qui  dépendent  des 
différences  finies  ou  mêlées.  (58  p.) 
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Les  différentes  questions  de  Géométrie  traitées  jusqu'ici  par  les 
géomètres  et  dont  la  solution  dépend  du  calcul  des  diiïérences  finies 
ou  mêlées  ont  été  principalement  (empruntées  à  la  Géométrie  plane. 
L'auteur  s'est  occupé  de  quelques  questions  du  même  genre  dépen- 
dant de  la  Géométrie  à  trois  dimensions. 

Ainsi  le  §  III  traite  des  courbes  composées  individuellement  de 
parties  semblables^  le  §  IV  des  courbes  planes  semblables  à  leurs 
^lemes  pgdaircs  correspondantes,  et  d'un  cas  particulier  relatif  aux 
courbes  gauclies.  Le  §  V  est  consacré  aux  courbes  semblables  aux 
lieux  correspondants  des  centres  des  sphères  osculatrices. 

Dans  le  §  VI,  l'auteur,  généralisant  un  problème  d'Euler,  clierclie 
la  surface  telle  que  le  carré  de  la  normale,  terminée  au  plan,  supposé 
horizontal,  des  xy^  surpasse  d'une  quantité  constante  donnée  l'or- 
donnée verticale  de  la  même  surface  menée  par  le  pied  de  cette 
normale. 

JXous  n'avons  signalé  dans  cette  analyse  que  les  applications  :  le 
travail  débute  par  des  remarques  analytiques  générales. 

T.  IV;  année  1875. 

Darboux  (G.).  —  Mémoire  sur  les  fonctions  discontinues. 
{56  p.) 

Dans  son  célèbre  Mémoire  Sur  les  séries  trigonométriques ,  Rie- 
mann  a  montré  que  la  notion  d'intégrale  définie  était  applicable  à 
des  fonctions  discontinues  dans  tout  intervalle,  et  donné  les  con- 
ditions nésessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  fonction  soit  suscep- 
tible d'intégration;  l'existence  de  pareilles  fonctions  discontinues 
suffit  à  prouver  qu'il  y  a  des  fonctions  continues  qui  n'admettent 
point  de  dérivées.  Ces  singulières  fonctions  demandaient  une  étude, 
qui  a  été  entreprise  par  divers  géomètres-,  on  peut  citer  parmi  eux 
MM.  Hankel,  Gilbert,  Scliwarz,  Klein.  Dans  le  Mémoire  qui  nous 
occupe,  M.  Darboux  apporte  sa  contribution  à  cet  important  cha- 
pitre du  Calcul  intégral,  signale  plusieurs  fonctions  nou.velles,  et 
cherche  à  mettre  dans  l'énoncé  et  la  démonstration  des  diverses 
propositions  cette  rigueur  qu'on  a  le  droit  d'exiger  dans  les  ques- 
tions de  principes. 

Après  avoir  insisté  sur  ce  qu'il  faut  entendre  par  une  fonction 
bien  définie,  et  montré  que,  si  une  fonction  qui,  en  général,  est  de 
cette  nature,  devient  indéterminée  pour  certaines  valeurs  de  la  va- 
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riable,  on  doit,  pour  ces  valeurs,  la  définir  arbitrairement;  la  con- 
tinuité, si  elle  existe,  ne  suffisant  pas  à  cette  définition,  l'auteur 
adopte  la  définition  des  fonctions  continues  qu'a  donnée  M.  O.  Bon- 
net :  Une  Jonction  f[x)  est  dite  continue  pour  la  valeur  x  =  Xi^ 
quand  on  peut  prendre  h  assez  petit  pour  que  l' on  ait 

f[Xf,±Qh)  —  /( ^0 ;  <C  e 

en  "valeur  absolue,  0  pou^^ant  prendre  toutes  les  %ialeurs  positives 
plus  petites  que  i,  ei  s  étant  aussi  petit  qu'on  le  voudra.  Elle  sera 
dite  continue  entre  Xq  et  Xi  {xq  <^  Xi)  si  elle  est  continue  pour  les 
valeurs  intermédiaires,  et  si  l'on  a 

lim/(;f„+  h)  =f[x,),     lim/(x,—  h)  =f[x^), 

h  tendant  vers  zéro  par  des  valeurs  positives.  Il  introduit  ensuite, 
pour  une  fonction  bien  définie  dans  un  intervalle  «,  b  de  la  va- 
riable, la  notion  des  limites  supérieure  et  inférieure  M,  ni  de  la 
fonction,  limites  telles  qu'il  y  ait  au  moins  une  valeur  de  la  fonc- 
tion supérieure  à  M  —  e  et  une  inférieure  à  fji  —  e,  e  étant  aussi 
petit  qu'on  le  voudra  5  la  différence  M  —  m  prend,  d'après  Rie- 
mann,  le  nom  (ï oscillation  de  la  fonction  dans  V intervalle  «,  b. 
Une  fonction  continue  dans  cet  intervalle  passe  par  toutes  les  va- 
leurs intermédiaires  à  ses  limites  et  atteint  ces  dernières  valeurs. 
[f^oir  le  Bulletin,  t.  III,  p.  Soj.) 

Ces  diverses  notions  permettent  de  faire,  dans  les  fonctions  dis- 
continues, une  distinction  capitale  qui  repose  sur  la  proposition 
suivante  : 

Soit  fl^x)  une  fonction  définie  dans  un  intervalle  a,  ^,  et  assu- 
jettie à  rester  comprise  entre  deux  limites  fixes  A,  B5  intercalons 
entre  aetb^^n  —  i  valeurs  Xj,  0^2^  •  •  «^  x„_i,  et  faisons 

^  ___    "N  /  T\ 

Ou  \  — ~—  te  —  0 1  y       OU 2         OC \  —  On.  •  '  •  y        o  ~~'  Xfj I 0/(5 

désignons  par  INI,-,  77z,-,  A;  les  limites  et  l' oscillation  de  la  fonction 
dans  V  intervalle  â^,-,  et  posons 

M  =  M,  ô,  -h  M,  02  -I- . . .  +  M„  ^n, 
m  =  m,  0,  4-  «72  ô:.+  • .  .  -i-  nin  On, 

A  =  A,  ô.  4- A2  ô,  + . . . -i- A„  ô„  ; 
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les  trois  soirunes  M,  m,  A,  (jui  sont  liées  par  la  relation  iden- 
tique 

A  =  M  —  m 

tendront,  lorsque,  n  augmentant  indéfiniment,  les  intervalles  (îj, 
Bzi  •  •  '  1  ^n  décroissent  indéfiniment,  'vers  des  limites  déterminées 
qui  ne  dépendent  que  des  limites  a,  b  de  la  'variable  et  de  la  na- 
ture de  la  fonction. 

Les  fonctions  discontinues  se  distinguent  d'après  cela  en  deux 
grandes  classes,  selon  que  la  limite  A^j  qui  correspond  à  l'inter- 
valle «,  b  est  nulle  ou  non.  Riemann  a  donné  un  caractère  qui 
permet  de  distinguer  les  deux  cas  :  A  tend  ou  non  vers  zéro,  suivant 
que  la  grandeur  totale  des  intervalles  pour  lesquels  l'oscillation  est 
plus  grande  que  a  tend  ou  non  vers  zéro,  quand  les  intervalles  in- 
tercalés entre  a  cl  b  diminuent  indéfiniment  5  a  est  une  quantité 
fixe,  qui  peut  être  prise  aussi  petite  qu'on  veut. 

Il  suit  de  là  que  les  fonctions  continues  rentrent  dans  la  pre- 
mière catégorie^  M.  Tliomae  a,  en  effet,  établi  la  proposition  sui- 
vante (*)  ; 

Etant  donnée  une  fonction  f  [x)  continue  dans  l'intervalle  a,  è, 
on  peut  assigner  pour  chaque  valeur  de  c,  aussi  petite  qu'on  le 
'veut,  une  quantité  â  telle  que,  si  l'on  subdivise  l'intervalle  «,  b  en 
intervalles  tous  plus  petits  que  cî,  les  oscillations  de  la  fonction 
dans  ces  intervalles  soient  toutes  plus  petites  que  d. 

La  démonstration  que  donne  M.  Darboux  de  cette  proposition 
repose  sur  la  seule  définition  de  la  fonction  continue,  et  s'applique 
au  cas  de  plusieurs  variables. 

Enfin  les  fonctions  qui,  dans  l'intervalle  a,  ^,  ne  sont  disconti- 
nues que  pour  des  valeurs  particulières  en  nombre  limité,  et  qui 
restent  finies  pour  ces  valeurs  particulières,  rentrent  aussi  dans  la 
première  catégorie. 

Si,  en  général,  f{oc)  est  une  fonction  de  la  première  catégorie 
entre  a  et  Z>,  la  somme 


(')  Abriss  einer  Théorie  der  complexen  Funktionen. 
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où  rt,  Xj,  OTî,...,  x„_i,  Oj,  0  2,.--»'^r,  ont  le  même  sens  que  précédem- 
ment, et  où  les  ô  sont  des  quantités  quelconques  comprises  entre 
zéro  et  i,  tend  vers  une  limite  déterminée;  c'est,  par  définition, 


l'intégrale 


X 


b 
f[x)dx 


de  la  fonction  y  (x),  prise  entre  les  limites  aclb\  pour  les  fonctions 
de  la  seconde  espèce,  cette  somme  est  indéterminée,  et  peut  varier 
entre  M  et  m.  Il  suit  de  là  que  toutes  les  fonctions  continues  et  les 
fonctions  qui  ont  le  genre  de  discontinuité  dont  nous  venons  de 
parler  ont  une  intégrale  5  que  cette  intégrale  ne  change  pas  si, 
pour  des  valeurs  particulières  en  nombre  fini  de  la  variable,  on 
cliange  la  valeur  de  la  fonction,  et  que  l'intégrale  d'une  fonction 
continue  est  elle-même  une  fonction  continue. 

Passant  ensuite  à  l'étude  des  séries,  M.  Darboux  introduit  la 
notion  essentielle  des  séries  uniformément  [gleichmâssig)  conver- 
gentes, séries  qui  ont  été  l'objet  de  récents  et  importants  travaux. 
Ce  qui  caractérise  ces  séries,  dont  les  termes  sont  d'ailleurs  des 
fonctions  continues  ou  discontinues  de  la  variable  x  dans  un  inter- 
valle donné  (a,  ^),  c'est  que  l'on  peut  toujours  prendre  n  assez 
grand  pour  que  le  reste  R„  de  la  série  qui  correspond  au  n}^°^^  terme 
soit  inférieur  à  une  quantité  a  aussi  petite  qu'on  le  veut  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  égales  à  a,  è  ou  comprises  entre  aetb.  Dans 
une  telle  série,  si  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x,  la 
série  elle-même  est  une  fonction  continue;  si  les  termes  sont  sim- 
plement susceptibles  d'intégration,  la  série  jouira  de  la  même  pro- 
priété, et  son  intégrale  sera  la  somme  des  intégrales  de  tous  ses 
termes;  inversement,  étant  donnée  une  série  y  (x)  dont  tous  les 
termes  sont  des  fonctions  continues  ayant  des  dérivées,  si  la  série 
des  dérivées  est  uniformément  convergente  dans  un  intervalle 
donné,  et  si  les  termes  sont  susceptibles  d'intégration,  elle  repré- 
sentera la  dérivée  de  la  série  y  (x). 

On  a  maintenant  les  éléments  essentiels  pour  construire  des 
fonctions  discontinues  dans  tout  intervalle  et  des  fonctions  n'ad- 
mettant point  de  dérivées  pour  des  valeurs  de  la  variable  aussi  rap- 
prochées qu'on  voudra,  et  même  n'admettant  de  dérivées  pour  au- 
cune valeur  de  la  variable. 
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Considérons,  en  effet,  quelqu'une  de  ces  fonctions  de  .r,  dont  la 

valeur  pour  x  =  x^  dépend  de  la  façon  dont  x  tend  vers  jCi,  celles, 

par  exemple,  qui  tendent  vers  deux  valeurs  distinctes  selon  que  x 

tend  vers  x^  par  des  valeurs  négatives  ou  par  des  valeurs  positives  5 

si  y  (a:)  est  une  telle   fonction,  nous  désignerons   ces   valeurs  par 

ç(xj  —  o)  et  <p  (xi+  o)  :  telle  est  la  fonction  E(x)  qui  représente 

le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  x\  si  n  est  un  entier,  on 

aura 

E{/1  —  o)=:n  —  I,      E(/l)  =  7i,      E(/2-i-o)  =  «. 

Si 

est  une  série  uniformément  convergente,  et  si 

9,(^,-0),     92(^.-0),      93(^,-0),... 

existent,  ainsi  que 

9,(:c,+  o),     cp,(^,  +  o),     93(^1  +  0),..., 

f  [xi  —  o)  Glf[xi  -h  o)  existeront  aussi,  et  l'on  aura 

/(^,  —  o)  =  cp,(^>—  o)  4-  9,(^1  —  o)  ■+-.  .  ,, 

/(^iH-o)=:<p,(^, +  o)  +  92(x,  +  0)+.... 

Cela  posé,  considérons,  par  exemple,  la  série 

^,    ,  E(^)  E(2^)  E(3^) 

■'    "^      '  X  IX  ÔX 

Si  la  série  des  constantes 

A  =  tt,  -1-  «li  H- .  . . 

est  absolument  convergente,  la  sériey'(x)  sera  uniformément  con- 
vergente, et  l'on  aura 

E(«^±o) 
7  Lr  rr:  o  =  2,  a„  — ^ ■  ; 

six  est  incommensurable,  y(x)   est  continue;  six  est  égal  à  la 

fraction  irréductible  -5  on  aura 
</ 

f{x-\-o)=f[x). 
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Oi-  la  série  f{x)  a  tous  ses  teignes  susceptibles  d'intégration; 
on  trouve  aisément 


J      — ^ ^«o:  =  logcp(rt^), 


'  1.2.3...  E(.r 


et  par  suite 


F(x)=£/(x)rf.=^!i^i^ 


Voici  donc  une  fonction  continue  qui  admet  une  dérivée  pour 
toutes  les  valeurs  incommensurables  de  x,  et  qui  n'en  admet  point 

pour  les  valeurs  commensurables,  — ■ -. ^- —  tendant  vers 

deux  limites  distinctes,  selon  que  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs 
positives  ou  par  des  valeurs  négatives.  On  conçoit  que,  par  des 
procédés  plus  ou  moins  analogues,  on  puisse  former  autant  de 
fonctions  que  l'on  voudra  qui  présentent  des  singularités  du  même 
genre.  Un  exemple  d'un  autre  genre  est  donné  par  la  série 

V^sin[i.2.3...(n+  i).r] 

Zj  I  .2.3.  ..  71 

qui  est  uniformément  convergente,  et  représente  une  fonction 
continue  :  cette  fonction  n'admet  de  dérivée  pour  aucune  valeur 
de  X. 

L'auteur  termine  son  Mémoire  en  montrant  qu'il  existe  des 
fonctions  discontinues  qui  jouissent  d'une  propriété  que  l'on  re- 
garde quelquefois  comme  le  caractère  distinctif  des  fonctions  con- 
tinues, celle  de  ne  pouvoir  varier  d'une  valeur  à  une  autre  sans 
passer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaij-es;  telles  sont  les  fonctions 
dont  la  dérivée  existe  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  mais  est  discon- 
tinue. On  peut  citer,  par  exemple,  la  fonction  obtenue  en  intégrant 
la  série  uniformément  convergente 

/(^)  =  2Tra„©'(sinn:r7:)  cosn^cTT, 

Bull,  des  Sciences  mathéin.  et  astron.,  t.  X.  (Février  1876.)  6 
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où  la  série  des  «„  est  absolument  convergente,  et  où  l'on  suppose 

<|)' (j-j  =  2jsm  - — ces-     pour    y    o, 

et 

ç'(o)  =  o. 

Resal  (H-)-  —  ^pplicaiioii  de  la  flexion  circulaife  des  lames 
élastiques  au  tracé  des  arcs  de  cercle.  (i4  p-) 

Le  tracé  d'un  arc  de  cercle,  que  l'on  pourra,  si  l'on  veut,  sup- 
poser déterminé  par  trois  de  ses  points,  n'est  pas  sans  difficultés 
pratiques  lorsque  le  rayon  du  cercle  est  très-grand.  M.  Tcliébycliel 
a  proposé,  pour  éluder  ces  diiîlcultés,  un  instrument  qui  se  compose 
en  piùncipe  d'une  lame  élastique,  lame  Cju'on  peut,  par  un  méca- 
nisme particulier,  faire  flécliir,  de  façon  que  son  profd  ait  huit 
points  communs  avec  un  arc  de  cercle  auquel  on  peut  substituer  ce 
profil  par  approximation. 

M.  Resal  propose  et  décrit  un  instrument  qui  permet  aussi  de 
résoudre  le  problème  pratique.  Cet  instrument  est  composé  essen- 
tiellement d'une  lame  élastique  encastrée  par  ses  extrémités  dans 
deux  pièces  mobiles  à  volonté  autour  de  deux  axes  fixes;  en  faisant 
tourner  en  sens  inverse  ces  encastrements  d'un  même  angle,  le 
profil  de  la  lame  alîectera  la  forme  d'un  arc  de  cercle,  où,  en  raison 
de  la  symétrie,  les  encastrements  ne  donneront  lieu  qu'à  des  couples 
égaux  et  de  sens  contraire. 

M.  Resal  détermine  ensuite  les  modifications  apportées  dans  son 
appareil  à  la  forme  circulaire  de  la  lame  par  la  courbure  de  cette 
lame  dans  les  encastrements,  puis  par  les  frottements. 

Tanner  Y  (J.).  —  Propriétés  des  intégrales  des  équations  dij^é- 
rentielles  linéaires  à  coefficients  variables.  (70  p.) 

La  considération  des  variables  imaginaires  a  permis  aux  géo- 
mètres contemporains  d'aborder  l'étude  des  fonctions  définies  par 
des  équations  différentielles.  On  ne  s'était  guère  occupé  jusqu'ici 
que  des  équations  du  premier  ordre.  Dans  ces  dernières  années,  un 
géomètre  allemand,  M.  Fucbs,  a  publié  d'importants  Mémoires 
sur  les  équations  linéaires  d'ordre  quelconque.  Dans  une  thèse  pré- 
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sentée  à  la  Faculté  des  Sciences,  M.  Tannerv  a  exposé  et  complété 
les  reclierclies  de  M.  Fuclis.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'attirer  l'atten- 
tion des  géomètres  sur  ce  remarquable  travail  en  en  signalant  les 
principaux  résultats. 

I.  La  première  Section  est  consacrée  à  la  définition  précise  de 
l'intégrale  générale  d'une  équation  dilïérentielle  linéaire  à  coeffi- 
cients uniformes,  sauf  en  des  points  particuliers.  La  démonstration 
repose  sur  les  principes  employés  par  MAL  Briot  et  Bouquet,  pour 
une  équation  du  premier  ordre  et  pour  un  système  d'équations  du 
premier  ordre.  Une  équation  d'ordre  quelconque  pouvant  se  ra- 
mener à  un  système  d'équations  du  premier  ordre,  les  mêmes  prin- 
cipes devaient  s'appliquer.  Cependant,  à  cause  de  l'importance  de 
la  classe  d'équations  dont  il  s'agit,  il  était  intéressant  d'avoir  une 
■démonstration  directe. 

IL  M.  Tannery  s'occupe  ensuite  de  la  forme  particulière  à  l'in- 
tégrale générale  d'une  équation  dilïérentielle  linéaire.  On  sait  que 
cette  intégrale  est  de  la  forme 

C,  j,  -h  Cj,  -I- ...  H-  Cm  r„„ 

Cl,  Cs, .  .  . ,  C,„  étant  des  constantes  arbitraires,  Vi,  j',, .  .  . ,  j',„  des 
fonctions  telles  que  le  déterminant 


A  = 


dx"'-'  '       dx'"-^  ' 


soit  diiTércntde  zéro.  En  adoptant  pour  les  constantes  un  système 
de  valeurs,  on  forme  m  autres  intégrales  particulières:  le  détermi- 
nant Aj  relatif  à  ces  m  fonctions  nouvelles  est  lié  à  A  par  la  re- 
lation 

A,  =  ôA, 

d  étant  le  déterminant  des  coefficients  de  y^^  y^^.  .  .,  y,„  dans  les 
fonctions  nouvelles.  On  a  donc  à  la  fois  un  moyen  simple  d(;  re- 
connaître si  un  système  d'intégrales  est  fondamental,  c'est-à-dire 
formé  d'intégrales  distinctes,  et  d'en  déduire  autant  de  systèmes 
fondamentaux  qu'on  voudra.  Quand  on  déduit  les  intégrales  j^j, 
j'sî  •  •  •  7  JTni  l^s  unes  des  autres  par  des  substitutions  bien  connues, 
de  la  forme 

r=^y\fzdx, 
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on  obtient  un  système  fondamental,  et  le  déterminant  A  prend  une 
forme  très-simple. 

in.  Quand  la  variable  décrit  un  petit  cercle  autour  d'un  point 
singulier,  les  nouvelles  valeurs  des  intégrales  sont  liées  aux  pre- 
mières par  des  relations  linéaires  à  coefficients  constants,  et,  si  les 
m  intégrales  71,  js, .  .  . ,  j}^,„  forment  un  système  fondamental,  leurs 
nouvelles  valeurs  jouissent  de  la  même  propriété.  Cette  proposition 
est  de  la  plus  liaute  importance  dans  cette  théorie  5  car  on  montre 
que,  si,  lorsque  la  variable  tourne  autour  d'un  point  singulier,  les 
nouvelles  valeurs  de  m  fonctions  j^i,r s,-  •  -5  ./m  sont  liées  aux  va- 
leurs initiales  par  des  équations  linéaires  à  coefficients  constants, 
ces  fonctions  sont  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  à  coeffi- 
cients uniformes.  En  particulier,  les  /«  solutions  d'une  équation 
algébrique  d'ordre  /n,  se  permutant  quand  la  variable  tourne  autour 
d'un  point  critique,  sont  les  solutions  d'une  équation  dillérentielle 
d'ordre  //z,  que  M.  Tannery  apprend  à  former. 

Parmi  les  systèmes  fondamentaux  d'intégrales,  il  en  est  un  dont 
les  éléments  se  décomposent  en  groupes  tels  que,  dans  un  même 
groupe,  les  nouvelles  valeurs  de  chaque  élément,  après  que  la  va- 
riable a  décrit  un  petit  cercle  autour  d'un  point  singulier,  sont  des 
fonctions  linéaires  homogènes  des  anciennes  valeurs  de  l'élément 
dont  on  s'occupe  et  de  ceux  qui  précèdent.  La  considération  de  ce 
système  particulier  montre  que,  dans  le  domaine  du  point  singu- 
lier X  =  a^  les  intégrales  sont  de  la  forme 

(jr  —  a)''|cpo-l-  ©1  log(^  —  a)  -F.  ,  .  +  (d;\\o^[x  —  «)]'■;, 

çpQ,  cpi,...,  çp^  étant  des  fonctions  uniformes  dans  le  domaine  du 
point  a. 

IV.  Parmi  les  équations  linéaires,  il  faut  remarquer  celles  dont 
toutes  les  intégrales  restent  finies  pour  x  =  «,  quand  on  les  mul- 
tiplie par  des  puissances  convenables  de  x  —  a,  et  pour  x  =  00 
quand  on  les  multiplie  par  certaines  puissances  de  x.  Ces  équations 
sont  de  la  forme 

d^r  P.      r/'"-'r  P,        rf^-^r  V„ 

dx'"       X  —  (L  dx"'--        [X  —  af  dx'"-^       '  '  '       [x  —  a)"' ■'  ' 

P, ,  P,,.  .  . ,  Pm  étant  des  fonctions  uniformes  et  continues  dans  le 
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domaine  du  point  a.  Ce  résultat  parait  être  le  plus  important  de  la 
nouvelle  Lliéorie.  Il  en  résulte  que  : 

Les  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  uniformes 
dont  les  intégrales  n'ont  qu'un  nombre  jini  de  points  singuliers 
ât),  «2VÎ  ^«5  ^^  restent  finies  pour  chacun  de  ces  points  suigulier s 
quand  on  les  multiplie  par  une  puissance  de  x  —  «,  et  pour  x=  ce 
quand  on  les  multiplie  par-une  puissance  convenable  a:,  sont  de 
la  forme 

dx'"  ~  v|;  ( ^ )  , dx"'-'       [ ^  ( *•  ) ]'  ^■^"'"'      *  *  '  '    ['^[^)  ]'"  "^' 
oit 

^[x]  =  (^  —  «,  )  [x  —  a-i). .  ,[x  —  ttp), 

et  ou.  les  F  désignent  des  polynômes  entiers  en  x  dont  le  degré 
ne  dépasse  pas  l'indice. 

Et  réciproquement  : 

L' équation 

([•"y  _      P,      f/"'-'j  Pj         d"'~''y 

dx'"        X  —  a  dx"""^        [x  —  a)''  dx"'~' 

oit  Pi,  Po, .  .  . ,  P,;  sont  des  fonctions  uniformes  et  continues  dans 
le  domaine  du  point  «,  admet  dans  le  domaine  de  ce  point  un  sys- 
tème fondamental  d'intégrales  dont  tous  les  éléments  restent  finis 
pour  X  =■  «,  quand  on  le  multiplie  par  une  puissance  convenable 
de  X  —  a.  Ces  intégrales  sont  de  la  forme  indiquée  à  la  fin  du 
%  III,  cpo,  (fi,.  ..  désigJtant  des  fonctions  uniformes  et  continues 
dans  le  domaine  du  point  a. 

V.  M.  Taunery  tire  des  résultats  précédents  diverses  conditions 
auxquelles  doit  satisfaire  une  équation  diiïerentielle  pour  que  toutes 
ses  intégrales  soient  algébriques  \  puis  il  applique  les  résultats  du 
§  IV  à  des  équations  spéciales,  eu  particulier  à  l'équation  à  laquelle 
satisfait  la  série  hypergéométrique. 

Lemoivnier  (H.).  —  Mémoires  sur  les  fonctions  elliptiques  qui 
correspondent  à  la  fonction  cosx-f-  i  sin.r.  (67  p.) 

Les  trois  fonctions  représentées,  en  adoptant  les  notations  de 
MM.  Briot  et  Bouquet,  par  les  formules 

y.{z)-t-il{z],     v[z]  +  kil[z),        ''.,''-> 
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se  présentent  naturellement  dans  les  recherches  relatives  aux  fonc- 
tions elliptiques,  et  méritent  l'étude  particulière  que  M.  Lemonnier 
en  a  entreprise. 

Dans  un  premier  Mémoire,  l'auteur  signale  les  propriétés  fonda- 
mentales de  ces  fonctions,  leurs  zéros  et  leurs  infinis  ;  il  donne  en- 
suite leurs  développements  en  série  de  produits,  en  sommes  de 
fractions,  en  séries  circulaires,  et  traite  les  mêmes  questions  sur 
leurs  rapports  qui  n'ont  que  des  zéros  et  des  infinis  doubles. 

M.  Lemonnier  annonce  trois  autres  Mémoires  sur  les  mêmes 
fonctions.  ÎNous  aurons  donc  l'occasion  de  revenir  sur  son  travail. 


MONTHLY  NOTICES  ov  tiîk  Royal  Astrgnojhcal  Society  of  Londox. 
T.  XXXV;  1874-1875  (suite)  ('). 

Mai  1873. 

Dxjakiiv  (Ed.).  —  Suj'  le  mouveniejit  propre  de  l'étoile  798  du 
Britisli  dissociation  Catalogue. 

Le  mouvcînent  propre  remarquable  de  cette  étoile  (qu'on  connaît 
encore  sous  les  noms  de  Piazzi  II  128,  Taylor  II  228,  W.  i56  et 
Weisse  II  464)  et  sa  variabilité  apparente  ont  attiré,  depuis  quelque 
temps,  l'attention  des  astronomes  5  aussi  a-t-elle  été  inscrite  par 
l'Astronome  Pioyal,  en  i852,  sur  la  liste  d'observation  journalière, 
comme  un  des  astres  dont  il  fallait  une  détermination  exacte  5  et, 
depuis,  on  en  a  fait  à  l'Observatoire  deGreenwich  d'assez  nombreuses 
observations  qui  ont  été  publiées  dans  le  Six-year  Catalogue  et  le 
Seven-jear  Catalogue.  (Ce  dernier  en  renferme  29  observa- 
tions en  yRet  3o  enD.  P.  N.,  distribuées  presque  uniformément  de 
i854  à  i858.)  M.  Smyth  paraît  n'avoir  pas  eu  connaissance  de  ces 
observations.  En  les  faisant  toutes  entrer  en  ligne  de  compte  et  les 
discutant  avec  soin,  M.  Dunkin  arrive  à  une  conclusion  dilférente  de 
celle  de  M.  Smyth  \  et  d'après  lui,  sauf  les  variations  dues  aux  erreurs 
d'observation  qui  influent  surtout  lorsqu'il  y  a  peu  d'olîservations  de 
l'étoile  dans  la  même  année,  on  doit  considérer  la  variation  annuelle 


('  )   Voir  Bulletin,  t.  X,  p.  3". 
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<ie  celte  étoile  comme  constante,  soit  en  ascension  droite,  soit  en 
déclinaison. 

WiLsoN  (J.-M.).  —  Sur  la  résolution  de  l'ckoile  double  y)  de  la 
Couronne  boréale. 

Les  valeurs  dilîérentes  trouvées  pour  la  durée  de  la  révolution  de 
cette  étoile  par  les  astronomes  qui  en  ont  successivement  calculé 
l'orbite,  présentent  le  caractère  remarquable  qu'elles  diminuent 
progressivement  à  mesure  que  l'époque  du  calcul  se  rapproche  de 
nous.  Ainsi  : 

ans 

Herschel,     en  i833,  trouve 44>24?- 

Miidler,        en   i838,       » 43,3io 

Miidler,        en  1842,       »      43»456 

Madler,        en   1817,        »      42j5oo 

Villarceau,  en  i854,       »     4^5^01 

M.  Wilson  a  repris  le  calcul  de  cette  orbite,  et,  se  fondant  sur 
les  observations  récentes  de  Dembowski,Dawes,  Talmage,  Gledhill, 
Smytli,  Seabroke  et  lui-même,  il  arrive  à  une  durée  de  révolution 
égale  à 

4i  ,2  ans. 

11  semble  donc,  en  eifet,  qu'il  y  ait  dans  la  durée  de  cliaque  révo- 
lution successive  une  diminution  accompagnée  sans  doute  d'un 
déplacement  de  la  ligne  des  apsides. 

Struve  (O.  v.).  —  Observations  et  orbite  de  l'étoile  n°  172S 
du  Catalogue  de  Struve  (S,  1728,  ou  J\%  de  la  Chevelure  de  Bé- 
rénice.') 

Cette  étoile  double,  découverte  par  W.  Struve  en  1826,  attira 
particulièrement  toute  son  attention  dès  i833,  époque  à  laquelle 
elle  olï'rit,  pour  la  première  fois,  l'apparence  d'une  étoile  unique^ 
depuis  lors  ,  elle  a  été  observée  aussi  régulièrement  que  possible 
chaque  année  par  W.  Struve,  d'abord  à  Dorpat,  et  par  son  fils  ensuite 
à  Poulkova.  Ce  système  binaire  est,  en  eilet,  fort  intéressant.  D'abord 
ses  deux  composantes  sont  de  même  grandeur  (la  6^,  d'après 
W.  Struve)  et  de  même  éclat,  à  tel  point  qu'il  est  impossible  de  les 
distinguer  l'une  de  l'auti^e  à  la  simple  inspection.  Déplus,  leur  mou- 
vement relatif  est  rectiiigne,  caries  angles  de  position  observés  aux 
différentes  époques  ont  sensiblement  la  même  valeur. 
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M.  O.  Struve  publie  aujourd'hui  les  éléments  de  l'orbite  auxquels 
ont  conduit  les  quarante  années  d'observations  de  son  père  et  lui, 
ainsi  que  celles,  plus  récentes,  de  MM.  Dawes,  Secclii  et  Dembowski . 

Tout  d'abord,  pour  déterminer  la  durée  de  la  révolution,  on  a 
actuellement  quatre  occultations  successives  de  l'une  des  étoiles  par 
l'autre,  en  i834,  i845,  1809  et  i8jo-i8ji.  L'intervalle  qui  sépare 
deux  occultations  successives  n'est  pas  constant;  il  est  tantôt 
d'environ  douze  ans,  tantôt  d'environ  quatorze  ans  :  la  durée  de  la 
révolution  est  donc  de  près  de  vingt-six  ans  et  de  plus  l'orbite 
du  système  binaire  est  très-excentrique,  et  son  grand  axe  n'est  pas 
fort  incliné  sur  la  direction  suivant  laquelle  nous  voyons  les  étoiles. 

D'autrepart,  puisque  l'angle  de  position  ne  variepas sensiblement, 
c'est  que  le  plan  de  cette  orbite  passe  par  le  Soleil.  M.  O.  Struve 
admet  que  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  celui  du  cercle  de  déclinaison 
est  de  90  degrés,  et  que  l'angle  compris  entre  le  noeud  ascendant  et 
le  cercle  de  déclinaison  est  de  10  degrés,  valeur  moyenne  de  toutes 
les  directions  observées;  des  sept  éléments  nécessaires  pour  déter- 
miner l'orbite,  il  n'en  reste  donc  plus  que  cinq  à  chercher. 

Or,  en  1866,  M.  O.  Struve  avait  donné  les  valeurs  suivantes  : 

Temps  de  passage  ou  périaslre T  =  1860,0 

Angle  dans  le  plan  de  l'orbite  entre  le  pé- 
riaslre et  le  nœud  ascendant },  =  100° 

Demi-grand  axe «  =  o"  ,693 

Excentricité e  =  o  ,5o 

Durée  de  la  révolution  en  années P  =  26,0 

Un  assistant  de  l'Observatoire  de  Poulkova,  M.  Dubiago,  a  com- 
paré toutes  les  distances  observées  aux  distances  [^)  correspondantes 
déduites  de  ces  éléments,  et  il  a  été  conduit  à  modifier  comme  il  suit 
les  valeurs  données  plus  haut  : 

T 1869 ,9?.  ±  OjoSo 

l 99",ii'd=o",45',6 

a o",657  ±o",oi26 

e o,  0480  ±o,o23g 

P 25''"%'7i  ±0,084 

(')  On  ne  peut  en  effet  se  servir  ici  des  angles  de  position. 
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M.  Struve  considère  ces  éléments  comme  aussi  exacts  que  pos- 
sible, et  il  fait  remarquer  ce  fait  curieux  et  jusqu'alors  isolé,  que 
l'orbite  de  l'étoile  1^28  du  Catalogue  de  Struve  se  trouve  entière- 
ment déterminée  par  les  distances  seules. 

DoBERCK  (W.).  —  Eléments  de  systèmes  stellaires  doubles. 

En  admettant  les  notations  précédentes  et  désignant  en  outre  par 
N l'angle  compris  entre  le  noeud  ascendant  et  le  cercle  de  déclinaison 
et  par  i  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  celui  du  cercle  de  décli- 
naison, M.  Doberck,  astronome  du  colonel  Coopcr,  donne,  pour  les 
orbites  de  pt*  du  Bouvier  et  b  de  la  Couronne,  les  éléments  suivants  : 

jj}  Bouvier.  b  de  la  Couronne. 

N i82°.59'     6"-45' 

/ 44'26  -9'4" 

A i7'4ï  ^9'  '  7 

e , .  0,6174  0,750a 

P 29o""%o7  843='"%2 

T i863,5i  1828,91 

a i",5oo  6",ooio 

Knott  (G.).  —  Sur  l'étoile  61  des  Gémeaux . 

A  propos  de  la  Note  de  M.  Webb,  M.  Kuott  fait  remarquer 
que,  lui  aussi,  a  cherché  vainement  le  Compagnon  signalé  par  l'a- 
miral Smyth,  les  2  et  26  février  1861  et  le  20  décembre  1871,  avec 
un  objectif  d'Alvan  Clark,  dont  l'ouverture  a  7,33  pouces  (o™,  19) 
d'ouverture. 

Juin  1875. 

Wauren  de  la  Rue.  —  Inslallation  des  instruments  de  M.  JVar- 
ren  delà  Rue  au  nouvel  Observatoire  de  V Université  d'Oxford. 

Ces  instruments,  aujourd'hui  complètement  installés,  sont  les 
suivants  : 

1°  Le  télescope  de  i3  pouces  (o™,33)  d'ouverture,  dont  M.  de  la 
Rue  s'est  servi  à  Canonbury,  puis  plus  tard  à  Cranford,  et  qui  est 
monté  équatorialement; 

2°  Un  second  télescope,  semblable  au  précédent,  destiné  à  l'ob- 
servation des  zones  •, 
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3"  Une  machine  pour  le  polissage  des  miroirs  et  tout  ce  qui  est 
nécessaire  au  polissage  des  miroirs  paraboliques  ou  plans  5 

4"  Un  appareil  de  Foucault  pour  l'essayage  des  miroirs-, 

5°  Deux  miroirs  de  i3  pouces  de  rechange. 

Le  nouvel  Observatoire  Savilien  possède  donc  en  tout  actuelle- 
ment quatre  mii^oirs  de  o'",33  d'ouverture;  deux  sont  métalliques 
et  ont  été  polis  par  M.  Warren  de  la  Rue-,  les  deux  autres  sont  en 
verre  et  proviennent,  l'un  de  Steinheil,  l'autre  de  With. 

Liais  (Emm.).  —  Suj-  les  oppositions  de  Mars  pour  la  détermi- 
nation de  la  parallaxe  solaire. 

M.  Emm.  Liais,  directeur  de  l'Observatoire  de  Rio- Janeiro, 
fait  remarquer  l'accord  entre  la  valeur  8",  760  de  la  parallaxe  so- 
laire déduite  de  ses  observations  de  Mars,  à  son  opposition  en  1860, 
avec  le  nombre  qui  résulte  des  expériences  de  M.  Cornu  sur  la  vi- 
tesse de  la  lumière  combinée  avec  la  valeur  de  la  constante  de  Ta- 
berration  donnée  par  Struve.  Les  valeurs  les  plus  récentes  de  la 
constante  de  l'aberration  sont  les  suivantes  : 

Slruve(i843) 20, 44^ 

Lindenau  (  1842) 20, 449 

Peters(i85o) 2o,5o3 

Lundahl  (  i832) 2o,55o 

Moyenne 20,487 

Or  cette  valeur  moyenne,  combinée  avec  la  valeur  trouvée  par 
M.  Cornu  pour  la  vitesse  de  la  lumière,  conduit  au  nombre 

8",  7  79 

pour  la  parallaxe  solaire,  nombre  qui  ne  diffère  que  de  o",02  de 
celui  que  nous  citions  d'abord.  M.  Liais  se  propose  d'ailleurs  de 
profiter  des  oppositions  de  i875  et  1877,  qui  ont  lieu  dans  des  cir- 
constances favorables,  pour  reprendre  ses  observations  de  1860. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  la  Photographie  dans  le  passage  de 
Kéniis. 

R]N0BEL  (E.-B.\  —  Sur  l'application  de  la  méthode  des  ou- 
vertures réduites  à  la  photométrie  des  étoiles  visibles  à  l'œil  nu. 

Les  expériences  de  M.  Knobel  sur  la  classification  exacte  des 
étoiles  par  ordre  de  grandeur  sont  intéressantes  :  en  se  servant  d'un 
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miroir  non  argenté  et  du  diaphragme  triangulaire,  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut,  il  arrive  à  pouvoir  éteindre  toutes  les  étoiles,  de- 
puis la  i'^''  jusqu'à  la  g''  ou  lo^  grandeur,  et  avec  le  miroir  argenté 
il  éteint  les  étoiles  de  la  8^  à  la  iS"  grandeur.  Ce  procédé  parait 
donc  extrêmement  propre  à  relier  par  une  chaîne  ininterrompue 
les  étoiles  télescopiques  aux  étoiles  visibles  à  l'œil  nu. 

WoLFERS  (F.-Ph.) .  —  Comparaison  des  ascensions  droites  et  des 
déclinaisons  des  étoiles  fondamentales  obsen^ées  à  V Observa- 
toire de  RndcUfJe  [Oxford),  avec  les  ascensions  droites  et  les  dé- 
clinaisons tabulaires  des  mêmes  étoiles  dans  le  Berliner  JahrLuch. 

IMaiiv  (R.)-  —  Observations  des  occultations  et  des  phénomènes 
des  satellites  de  Jupiter,  faites  à  l'Observatoire  de  Rndcliffe,  en 
1874  et  187J. 

DujVKm  (E.).  —  Note  additionnelle  sur  le  mouvement  propre 
de  l'étoile  B.A.C.793  [Piazzi,  Il  I23). 

M.  Dunkin  complète  la  JNote  qu'il  a  déjà  publiée,  le  mois  der- 
nier, en  rappelant  que,  dans  les  Untersuchungen  ïd>er  die  EigeJi- 
bewegungen  von  aSo  Sternen,  Argelander  comprenait  cette  étoile, 
parmi  celles  dont  le  mouvement  propice  est  supérieur  à  la 
moyenne  (^).  De  plus,  ce  même  Mémoire  renferme  une  comparaison 
des  positions  de  cette  étoile  données  dans  les  différents  Catalogues 
depuis  Lalande,  avec  l'époque  1794,0,  et  de  celles  que  donne  le 
Catalogue  de  Paris,  avec  l'époque  1864,0,  comparaison  qui  met  en 
évidence  des  irrégularités  considérables  dans  les  résultats  déduits 
des  différentes  observations. 

DoBERCK  (W.).  —  Eléments  de  -  Ophiuchus  et  y  Lion. 
En  adoptant  les  mêmes  notations  que  plus  haut,  on  a  : 

T  Ophiiiciiiis.  •/  Lion. 

N 67"!'  IlI°5o' 

i SÔ-'aG'        43''59' 

>. ^6°8'        i94°22' 

e o,6o55        0,7890 

P oi7ans^8^  4o'2^°S62 

T 1818, jo       1741-11 

a i", 193        2", 087 

(')  Donner  Observationen,  t.  VII;  1869. 
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W.  Abkey  (W.  de  w.).  —  Sur  un  diaplionomètî'e. 

Juillet  1875. 

Le  Verrier  (U.-J.).  —  Sur  la  théorie  de  Saturne  et  la  marche 
de  Jupiter. 

Cette  Communication  est  la  traduction  de  la  Note  insérée  dans  les 
Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  des  23  et  3o  août  1 873. 

Lambert  (S.-J.).  —  Remarque  sur  les  dessins  faits  par  miss 
Hirst  à  Auckland  [Nouvelle-Zélande .) 

Miss  Hirst  s'occupe  d'Astronomie  depuis  seize  ans;  l'instrument 
dont  elle  se  sert  est  un  télescope  de  Browning  à  miroir  de 
verre  argenté  de  8  -j  pouces  (o™,22)  d'ouverture,  M.  Lambert 
présente  en  son  nom  des  dessins  de  la  planète  Jupiter,  relatifs  à 
l'opposition  de  1875,  et  des  observations  de  passages  des  satellites 
et  de  leurs  ombres  sur  le  disque  de  la  planète.  Ces  passages  pré- 
sentent ce  curieux  phénomène,  surtout  pour  le  satellite  lU,  que, 
lorsque  le  satellite  arrive  au  voisinage  des  bords  de  la  planète,  ceux-ci 
paraissent  se  prolonger  à  l'est  et  à  l'ouest  en  une  bande  lumineuse, 
tandis  que  la  taclie  qui  représente  le  satellite  reste  uniformément 
obscure. 

Quant  aux  dessins  de  la  planète,  ils  montrent  que  celle-ci  a  diî 
subir  quelques  changements  durant  la  dernière  opposition. 

Tenjvaa't  (R.-E.).  —  Sur  une  apparence  particulière  dans  les 
ombres  des  taches  solaires. 

Le  colonel  Tennant  a  revu  nettement  le  fait  signalé  autrefois  par 
M.  Langley  :  «  des  filaments  d'une  ténuité  incomparable  paraissent 
de  temps  en  temps  projetés  sur  les  ombres  des  taches,  produisant 
par  leur  ensemble  une  apparence  très-analogue  à  celle  de  la  laine 
cardée.  » 

Newcomb  (S.).  — Sur  la  position  des  équinoxes. 

Les  positions  de  l'équinoxe,  déduites  des  observations  de  Wash- 
ington et  de  Greenwich  ,  oÛient  une  diiïercnce  de  0^,067,  qui 
s'est  maintenue  môme  après  le  renouvellement  complet  des  instru- 
ments d'observation.  M.  Newcomb  se  déclare  complètement  in- 
capable d'indiquer  la  cause  de  cette  divergence.  En  fait,  tandis  que 
les  deux  Observatoires  donnent  le  même  résultat  pour  l'ascension 
droite  absolue  du  Soleil,  ou  pour  l'instant  de  l'équinoxe,  les  dilïe- 
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ronces  des  ascensions  droites  du  Soleil  et  des  étoiles  sont  constam- 
ment plus  grandes  de  i  seconde  pour  Greenwicli  que  pour  Wash- 
ington. 

Wackerbarth  (A.-D.).  —  Corrections  à  la  liste  des  ascensions 
droites  de  io3  étoiles  fondamentales  données  par  M.  le  professeur 
Gyldén  dans  le  numéro  de  mai  i8y5. 

Tebbutt  (  J.).  —  Ohser^^ation  de  la  Comète  de  Coggia  IIJ,  1874- 

DoBEKCK  (W.).  —  Eléments  des  étoiles  doubles  X,  du  Verseau, 
36  Andromède  et  i  Lion. 

Ç  du  Verseau.  3G  Andromède. 

Passage  au  périhélie i9.>.4,i5  1798,80 

Angle  de  position  du  nœud 

ascendant i4o"5i'  57"54' 

Angle  dans  le  plan  de  l'orbite 

entre    le    périastre   et    le 

nœud   ascendant i34"4o'  142°  19' 

Inclinaison  sur   le   plan  du 

cercle  de  déclinaison. .. .  ^0° ^-x'  4>°39' 

Période  en  années 1578,33  349,1 

Demi-grand    axe 7')^4  i"5  54 

Excentricité o,65i8  0,6537 

Pour  le  système  binaire  formé  par  i  du  Lion,  on  a  : 

Angle  de  position 93°, 75  —  o,544(^  —  i83o) 

Dislance 2", 20  +  o",oi  (/—  i83o) 

Struve  (O.). —  Système  stellaire  multiple  formé  par  l'étoile  'Q 
de  la  constellation  de  V Ecrevisse. 

Ce  système  stellaire  est  formé  par  trois  belles  étoiles  de  5^  à 
6*  grandeur,  de  couleur  jaune  et  d'éclat  un  peu  variable.  Avec  une 
bonne  jumelle  de  spectacle  on  aperçoit  très-aisément  deux  des 
étoiles  de  ce  groupe,  ou  plutôt  on  sépare  l'une  d'elles  de  l'en- 
semble très-lumineux  que  forment  les  deux  autres  5  avec  cette  ju- 
melle, on  aperçoit,  à  5  secondes  environ  de  distance,  une  étoile 
de  5^,5  grandeur,  et  une  autre  plus  brillante  et  moins  nette  de 
S**  grandeur.  La  première,  que  nous  désignerons  par  C,  est  simple, 
mais  l'autre  est  en  réalité  double,  ainsi  que  sir  William  Herschel 
l'a  reconnu  le  premier  en  février  1781,  et  l'image  que  nous  avions 


94  BULLETIN  DES  SCIENCES 

obtenue  tout  à  l'heure  résultait  de  la  superposition  des  images 
de  deux  étoiles,  l'une  A  de  5^  et  l'autre  B  de  6^  grandeur-,  dont 
la  distance  est  en  moyenne  d'environ  o",  8,  et  qu'un  objectif"  de 
6  pouces  (o™,  i6)  sépare  aisément  dans  la  plupart  des  cas. 

Tel  est  le  système  stellaire  que,  après  W.  Herscliel,  ont  étudié 
successivement  sir  James  Soutli  à  Passy,  près  de  Paris,  en  iSaS, 
Wilhelm  Struve  à  Dorpat,  de  1826  à  i83o,  et  son  fils,  M.  Otto 
Struve  à  Poulkova,  de  1840  à  1874.  De  toutes  leurs  observations, 
il  résulte  que  l'on  se  trouve  bien  en  présence  d'un  groupe  pby- 
sique,  d'un  monde  particulier^  car  les  trois  étoiles  dont  nous  par- 
lons sont  entraînées  d'un  mouvement  d'ensemble,  avec  une  vitesse 
commune  d'environ  o",  i5  par  an  (*).  Tel  était  l'état  de  nos  con- 
naissances au  sujet  de  ce  groupe  stellaire,  lorsque  M.  O.  Struve  en 
a  repris  l'étude.  Ses  belles  observations  y  ont  beaucovqi  ajouté. 

Considérons  d'abord  la  partie  principale  du  groupe,  les  astres 
dominants  A  et  B  :  la  seconde  de  ces  étoiles  décrit  autour  de  la  pre- 
niière  une  orbite  dont  M.  Struve  a  calculé  les  éléments,  qui  sont 
les  suivants  : 

Angle  de  position  du  périastre '99"'0 

Angle  de  position  du  nœud  ascendant 109°, o 

Inclinaison ^o",'] 

Excentricité o,353 

Demi-grand  axe o"9o8 

Durée  de  la  révolution  en  années 62,4 

Époque  la  plus  récente  du  passage  au  périastre.  1869,3 

Or  la  combinaison  des  mesures  faites  par  Herscliel,  en  1781, 
avec  celles  de  M.  Struve  conduit,  au  contraire,  à  cette  conclusion 
que  les  deux  astres  ont  elïectué  une  révolution  complète  au  bout 
de  59,4  années.  Cette  difFérence  de  deux  années  ne  peut  être  en- 
tièrement attribuée  aux  erreurs  d'observation*,  car,  la  variation  an- 
nuelle de  l'angle  de  position  de  B  étant  d'environ  6  degrés,  il  faudrait 
admettre  une  erreur  de  i  o  à  12  degrés  dans  l'angle  de  position  donné 


(')  Si,  prenant  arbitrairement  la  niasse  de  l'étoile  A.  égale  à  10  fois  celle  du  Soleil 
(la  niasse  de  Sirius  est  égale  'a  i!{),  on  calcule  la  parallaxe  de  Ç  de  l'Écrevisse,  à  l'aide 
des  formules  données  par  Savary  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  i83o,  on  voit 
que  ce  déplacement  angulaire  correspond  à  une  vitesse  de  3i  lieues  par  seconde  et 
double  de  la  vitesse  linéaire  de  la  Gi*^  du  Cygne. 
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par  Herscliel,  ce  qui  n'est  guère  probable.  IN'y  aurait-il  pas  plutôt 
là  une  raison  de  croire,  ou  tout  au  moins  de  supposer,  une  action 
perturbatrice  due  à  la  troisième  étoile?  Cette  conclusion,  quelque 
difficile  à  admettre  qu'elle  paraisse  au  premier  abord,  en  raison  de 
l'énorme  distance  du  groupe  (A,B)  à  l'étoile  C  (avec  la  parallaxe 
o",  006,  calculée  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  elle  est  d'en- 
viron 6000  fois  la  distance  de  la  Terre  auSolcil),  se  trouve  cependant 
confirmée  par  les  observations  de  M.  O.  Struve,  qui  croit  avoir 
reconnu  des  traces  de  celte  attraction  dans  ses  mesures  de  distances 
entre  les  deux  étoiles  A  et  B,  et  peut-être  aussi  par  l'étude  de  la 
troisième  étoile  C  de  ce  groupe.  M.  Struve  rapporte  les  positioïis 
successives  de  l'étoile  C  au  centre  optique  Odes  étoiles  A  et  B,  qu'il 
suppose  intimement  liées  entre  elles.  11  reconnaît  ainsi  que  l'angle 
de  position  de  C,  qui  a  changé  de  23^  environ  depuis  1826,  ne  varie 
pas  uniformément.  Ce  mouvement  du  rayon  vecteur  change,  au 
contraire,  par  périodes  alternatives  d'environ  dix  ans,  pendant  les- 
quelles il  est  tantôt  plus  rapide,  parfois  nul  et  parfois  même  ré- 
trograde 5  en  outre,  les  accroissements  rapides  du  mouvement  an- 
gulaire sont  toujours  accompagnés  d'un  accroissement  très-net 
de  la  distance,  et  les  variations  en  sens  inverse  d'une  diminution 
bien  accusée.  Ces  irrégularités  sont  d'ailleurs  trop  considérables 
pour  pouvoir  être  attribuées  à  des  erreurs  d'observation,  et  leur 
périodicité  montre  bien  qu'elles  résultent  d'un  phénomène  phy- 
sique déterminé,  que  M.  Struve  pense  être  dû,  au  moins  en  partie, 
aux  variations  des  attractions  exercées  sur  C  par  les  étoiles  A  et  B. 
Serrons  d'ailleurs  le  problème  de  plus  près  :  toutes  les  positions 
observées  de  l'étoile  C  sont  sutlisamuient  bien  représentées  parles 
deux  formules  suivantes,  où  P  est  l'angle  de  position  par  rapport  au 
centre  O,  d  la  distance  à  ce  centre  et  T  l'époque  de  l'observation  : 

Pz=i55°  — o",5o(T— i83i,3)  —3°  sin  18°  (T— i83i  ,3), 
d=5",5  -4-o",2OC0si8°(T— i83r,3). 

Si  l'on  remarque  que,  à  la  distance  de  S" ^5^  un  arc  de  3  degrés 
correspond  à  une  longueur  mesurée  par  0^,29,  on  conclura,  de 
l'examen  des  derniers  termes  des  deux  formules  précédentes,  que 
les  irrégularités  présentées  par  l'orbite  de  l'étoile  C  s'expliquent 
assez  bien,  en  supposantque,  tout  en  se  mouvant  autour  du  centre  O 
sur  une  orbite  régulière,  cette  étoile  décrit  en  outre,  dans  une  pé- 
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riode  d'environ  vingt  ans,  une  orbite  secondaire  approximativement 
circulaire  et  de  o", 2  à  o'', 3  de  rayon.  Les  attractions  qu'exercent 
les  étoiles  A  et  B  sur  la  troisième  composante  C  du  système  stel- 
laire  peuvent-elles  rendre  compte  complètement  de  ces  variations? 
ou  bien,  et  cela  parait  plus  probable,  ces  attractions,  si  elles  exis- 
tent, ne  seraient-elles  point  concomitantes  avec  l'action  d'un  corps 
perturbateur  encore  inconnu,  éteint  ou  incandescent,  satellite  ou 
nouveau  soleil  de  ce  monde  éloigné?  Telle  est  l'opinion  du  savant 
directeur  de  l'Observatoire  de  Poulkova.  C.  A. 
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T.  VII,  3"  et  ù,"  cahiers.  —  Moscou,  1874  ('). 

SoNiJVE  (N.-J.j.  —  Intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  secoJid  ordre.  (34  p) 

M.  Sonine  fait  remarquer  que  les  géomètres  peu  nombreux  qui 
se  sont  occupés  jusqu'à  ce  jour  de  ce  problème  n'ont  donné  pour 
sa  solution  que  des  métbodes  particulières  ou  artificielles,  n'ayant 
aucun  lien  commun.  Ainsi  Lagrange  (-)  se  borne  à  indiquer  le 
nombre  de  constantes  arbitraires  dans  les  intégrales  complètes  et  le 
moyen  de  transformation  de  ces  intégrales  en  intégrales  générales. 
La  méthode  d'Ampère  (^),  fondée  sur  la  transformation  des  varia- 
bles indépendantes,  est  artificielle.  M.  Darboux  (*),tout  en  prenant 
pour  point  de  départ  la  méthode  d'Ampère,  arrive  à  indiquer  une 
nouvelle  méthode,  correspondant  à  celle  de  Jacobi  pour  les  équa- 
tions du  premier  ordre;  mais  l'auteur  ne  pense  pas  qu'il  ait  com- 
plètement réussi. 

En  partant  d'un  nouveau  point  de  vue,  qui  semble  très-naturel, 
M.  Sonine  établit  un  procédé  d'intégration  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes,  qui 


C)  \oir  Bulletin,  t.  VII,  p.  233. 

C)  Sur  les  intégrales  particulières  des  équations  différentielles.  —  OEttvres,  t.  IV. 

C)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XVIF  cahier,  1875. 

(*)  Annales  de  l'Ecole  Normale,  1870. 
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relie  entre  eux  les  résultats  obtenus  parLagrange  et  ceux  d'Ampère 
et  de  M.  Darboux. 

Voici,  eu  quelques  mots,  le  résumé  de  cette  naétliode  ; 

Soit  une  équation 

(i)  f[x,x,z,z',z„z",z\,z,,)=o 

dans  laquelle  on  a  posé,  pour  abréger, 

, dz         , dz         „ d'^z         , d'^z  d'^z 

dx  Of  ôx''         '       âx  ôj'         "      dy^ 

et  en  gênerai  4  =  ^-^,. 

Le  but  du  problème  est  de  déterminer  z  en  fonction  de  x  etj^.  Si 
ce  but  était  atteint,  on  pourrait  obtenir  les  valeurs  de  dérivées  de  z 
qui  transformeraient  en  identités  les  expressions 

(2)    dzr=z' dx  -\-  z,dy,     dz' =  z"dx -\- z[  dy,     dz^  =  z'^dx-h  z,.dy; 

et  réciproquement,  si  l'on  pouvait  trouver  des  valeurs  de  c",^!  î^z/Gu 
fonction  de  a7,j)'',^,c',  s,,  satisfaisant  identiquement  à  l'équation  (1) 
et  permettant  d'intégrer  le  système  (2),  en  éliminant  entre  les  trois 
intégrales  de  ce  système  z'  et  ::,,  on  obtiendrait  z  en  fonction  de 
X  et  y. 

En  un  mot,  intégrer  l'équation  (i)  signifie  intégrer  complètement 
le  système  (2),  dans  lequel  les  coefficients  z  ",  c'  ,  z,^ doivent  être  con- 
sidérés comme  des  fonctions  des  x^y.,  z,  z' ^  z^^  satisfaisant  identi- 
quement à  /=  G  et  aux  conditions  d'intégrabilité  des  équations  (2). 

Au  lieu  de  déterminer  d'abord  les  fonctions  z" ^  z\  ,^,^  et  d'intégrer 
ensuite  (2),  on  peut  étudier  immédiatement  les  intégrales  de  (2), 
que  l'on  appellera  intégrales  du  premier  ordre  de  (i),  et  soit 
©  [x^j^  z,  z',  z^)  =  a  l'une  d'elles. 

En  vertu  des  équations  (2),  la  ditférentielle  dc^  doit  être  identi- 
quement nulle  \  on  aura  donc  deux  équations 

(4)      ,'-.."|î,  +  .;^=o,    ,,^.;^'-^-^ 


z,. 


dz'        '  àz~    '      ^'  dz'         "  dz,        ' 

qui,  combinées  avec  (1),  suffiront  pour  déterminer  les  valeurs  do 
z" ^  z'^  ,  Zii  en   fonction  de  x,  j-,  z,  z\  -^,  ou  n'y  suffiront  pas.   On 

lluU.  des  Sciences  matltcm.  et  astron.,  t.  X.  (Février  1876.)  ^ 
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partagera  donc  les  intégrales  du  premier  ordre  dey"=  o  en  deux 
classes,  et  l'on  appellera  en  particvilier  intégrale  de  premier 
ordre  et  de  première  classe  les  expressions  (^  =  a  qui,  combinées 
a.\ecj'=  o,  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  les  dérivées  secondes 
dez. 

Nous  ne  reproduirons  pas,  faute  d'espace,  les  diverses  équations 
de  condition  qui  doivent  être  satisfaites  pour  obtenir  ^.  Nous  nous 
bornerons  à  dire  que  celte  recherche  revient  à  l'intégration  d'é- 
quations simultanées  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et 
que  ^^  peut  contenir  une,  deux  ou  trois  constantes  arbitraires. 

11  est  clair  que,  dans  le  cas  de  deux  ou  trois  constantes,  on  obtient, 
en  posant  l'une  des  constantes  égale  à  une  fonction  arbitraire  des 
autres  et  en  éliminant  ces  dernières  entre  l'intégrale  donnée  et  ses 
dérivées,  une  intégrale  de  première  classe  avec  une  fonction  arbi- 
traire. Cette  dernière  n'est  autre  que  l'intégrale  générale  de  La- 
grange,  tandis  que  l'intégrale  à  deux  constantes  arbitraires  est  son 
intégrale  complète. 

Si  l'équation  (i)  admet  une  intégrale  de  premier  ordre  et  de  pre- 
mière classe,  et  que  cette  intégrale  soit  trouvée,  la  solution  com- 
plète du  problème  est  ramenée  à  l'intégration  de  deux  équations 
simultanées  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et  l'on  obtient 
une  intégrale  finie  avec  deux  fonctions  arbitraires. 

Dans  le  cas  où  les  intégrales  de  première  classe  ne  peuvent  pas 
être  déterminées,  on  a  recours  aux  intégrales  de  seconde  classe. 

Soient 

(5)  ¥>{a:,x,z,z',  z„  z",z[,z„)  =  a,,     ¥^{x,. .  . ,  z,,]  =  a^ 

deux  équations  qui,  combinées  avec  l'équation  (i),  fournissent  les 
valeurs  des  secondes  dérivées  de  z  satisfaisant  aux  conditions  d'in- 
tégrabilité  du  système  (2),  et  soient 

(6)  F,[x,x,...,z,,)  =  a,,     ¥,  =  a,,     ¥,  =  a, 

les  intégrales  de  ce  système. 

Si  l'on  dillérentie  les  équations  (5),  (6)  et  (i),  et  si  l'on  en  dé- 
duit les  dilférentielles  des  six  variables  dépendantes,  les  résultats 
satisferont  évidemment  aux  six  équations 

\  dz  =  z' dx -¥ z,df,   dz' ^z"dx -\- z'^dy,   dZi=zz\dx -\-z„dy, 
^'^'\  dz"  =  z"'dx -f- z'idf,   dz\  =  z'I dx  +  z'Jy,  dz„  =  z'Jx  -+-  z,„dy\ 
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et  l'on  peut  considérer  les  équations  (5),  (6)  et  (i)  comme  des  in- 
tégrales du  système  (^),dans  lequel  les  troisièmes  dérivées  de  z  sont 
des  fonctions  de  toutes  les  autres  variables.  Or,  y=  o  étant  une  in- 
tégrale particulière  de  (7),  la  dillérentielle  de  /"doit  être  identique- 
ment nulle,  ce  qui  donne  deux  équations  pareilles  aux  équations  (4  ) 
qui,  combinées  avec  l'équation  (i),  doivent  fournir  les  troisièmes 
dérivées  de  ^,  satisfaisant  aux  conditions  d'intégration. 

Au  lieu  de  cela,  on  peut,  comme  dans  le  premier  cas,  considérer 
immédiatement  les  intégrales  de  (7),  que  l'on  appellera  intégrales 
du  second  ordre  de  l'équation  donnée. 

Soit  F  =  <2  une  de  ces  intégrales.  11  peut  arriver,  comme  précé- 
demment, que  les  équations  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les 
dillérentielles  de  F  et  de  y  soient  suffisantes  pour  déterminer  les 
quatre  dérivées  troisièmes  de  r,  ou  qu'elles  ne  le  soient  pas. 

On  partagera,  d'après  cela,  les  intégrales  F  du  second  ordre  en 
deux  classes, la  première  correspondante  au  second  cas  et  la  seconde 
correspondante  au  premier  cas. 

Ainsi  la  recherche  des  intégrales  de  premier  ordre  et  de  seconde 
classe  est  ramenée  à  celle  des  intégrales  du  second  ordre  et  de  la 
première  classe. 

Par  une  analyse  semblable  à  celle  qu'on  a  employée  dans  la  re- 
cherche des  intégrales  de  première  classe  et  du  premier  ordre,  on 
établit  les  conditions  nécessaires  pour  trouver  une  intégrale  de 
première  classe  et  de  second  ordre.  Dans  le  cas  où  cette  intégrale 
existe,  elle  contient  une  fonction  arbitraire  sous  le  signe  de  laquelle 
peuvent  rentrer  z  et  ses  dérivées  du  premier  ordre  seulement. 

Une  de  ces  intégrales  F=  rt  étant  trouvée,  on  peut  en  obtenir  une 
autre  semblable  4>  =  A,  et  l'on  démontre  que  cette  recherche  con- 
duit à  trouver  en  même  temps  et  F  =  «  et  les  valeurs  des  troisièmes 
dérivées  de  z. 

Cela  obtenu,  pour  résoudre  complètement  le  problème,  il  suffît 
de  substituer  dans  les  équations  (7)  les  valeurs  des  troisièmes  déri- 
vées de  ~  et  de  trouver  les  trois  autres  intégrales  de  ce  système,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  de  déterminer  les  secondes  dérivées  de  z  à 
l'aide  des  équations  F  =  «,  4>  =  A,  f=  a.,  et  d'intégrer  le  sys- 
tème (2).  Il  est  facile  de  voir  que,  si  F  contient  une  fonction  arbi- 
traire, l'intégrale  finie  en  contiendra  deux. 

Si  la  recherche  des  intégrales  de  première  classe  et  de  second  ordre 


;• 
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est  infructueuse,  on  aura  recours  aux  intégrales  de  seconde  classe 
dont  la  recherche  peut  être  ramenée,  comme  il  est  facile  de  s'en 
apercevoir,  à  celle  des  intégrales  de  première  classe  et  de  troisième 
ordre,  et  ainsi  de  suite. 

Dans  tous  les  cas,  étant  trouvée  une  intégrale  de  première  classe 
d'un  ordre  quelconque  /?,  la  solution  complète  du  problème  se  ré- 
duit à  l'intégration  d'un  système  d'équations  simultanées  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  laquelle  fournit  une  expression 
finie  de  z  contenant  deux  fonctions  arbitraires  et  in  —  i  constantes, 
celles-ci  pouvant  être  réunies  à  celles-là. 

L'auteur  fait  remarquer  enfin  que  ses  recherches  peuvent  aussi 
conduire  à  une  solution  complète  du  problème  de  l'intégration  d'un 
système  d'équations  simultanées,  lorsque  l'une  d'elles  est  du  second 
ordre,  les  autres  devant  être  considérées  comme  les  intégrales  de 
celle-là. 

Schiller  (N.-N.).  —  Rechei'ches  expérimentales  sur  les  vibra- 
tions électriques.  [5^  p.,  i  j)l.) 

Berg  (D'"F.).  — Déteriniiiation  d'une  orbite  elliptique  d'après 
trois  observations.  (35  p.) 

L'auteur  propose  un  procédé  simplifié,  tout  en  étant  rigoureux, 
et  conduisant  à  l'emploi  d'un  nombre  de  logarithmes  inférieur  à 
celui  qui  résulte  des  méthodes  de  Hansen  ou  de  Gauss. 

TsiNGER  (\  .-L).  —  De  la  signification  géométrique  des  inéga- 
lités, (il  p.) 

La  signification  géométrique  des  inégalités  de  la  forme  ~F[x.^y)  ^  o 
ou  F(x,  7,  z)^o,  employées  fréquemment  dans  la  Géométrie  et 
dans  la  Mécanique,  n'est  pas  précisée  avec  assez  de  rigueur.  Ordi- 
nairement on  se  borne  à  faire  voir  que  la  courbe  ou  la  surface 
F  =  o  sépare  les  points  pour  lesquels  F^  o  des  points  déterminés 
par  F  <^o. 

Ces  conclusions  ne  sont  vraies  que  dans  certaines  conditions 
particulières  \  elles  cessent  d'être  exactes  lorsque  l'on  considère  les 
équations  dans  toute  leur  généralité. 

En  eifet,  l'équation  d'une  courbe  n'a  rien  de  parfaitement  dé- 
terminé; elle  représente  une  relation  entre  les  coordonnées,  à  la- 
quelle on  peut  donner  diverses  formes,  pourvu  qu'on  n'introduise 
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aucun  multiplicateur  ayant  une  signification  géométrique  clilîé- 
rente,  c'est-à-dire  pourvu  qu'on  ne  réunisse  pas  à  la  courbe  de 
nouveaux  points  situés  à  des  distances  finies.  Une  équation  à  deux 
variables  /'(a:,j^)  — c  =  o  représente,  si  l'on  fait  varier  c,  toute  une 
famille  de  courbes.  L'ensemble  des  courbes  d'une  famille  peut 
remplir  entièrement  l'espace,  ou  une  portion  seulement  de  cet 
espace.  Dans  ce  dernier  cas,  il  y  a  une  certaine  limite  (l'enveloppe 
par  rapport  au  paramétrée)  qui  sépare  les  points  pour  lesquels  les 
valeurs  def[x,y)  sont  réelles  de  ceux  pour  lesquels  ces  valeurs  sont 
imaginaires. 

Si,  en  même  temps  qucy=r  o,  on  considère  deux  autres  équa- 
tions 

/(•^»r)  — c  =  a     et    f{x,x)~c  =  —x, 

où  a  est  un  infiniment  petit,  les  trois  courbes  représentées  par  ces 
équations  se  couperont  en  général  en  certains  points  «,  &,  c,  .  .  - 
de  la  première.  Il  en  résulte  quej'{x^j)  —  c,  nul  sur  cette  courbe 
reçoit  les  valeurs  positives  ou  négatives,  tantôt  d'un  côté,  tantôt  de 
l'autre  de  cette  courbe,  les  changements  de  signe  ayant  lieu  aux 
points  «,  &,  c, . . . .  L'enveloppe  étant  le  lieu  de  ces  derniers  points, 
les  zones  des  valeurs  positives  .ou  négatives  dej'{x^y) — csont  com- 
prises entre  cette  enveloppe  et  les  arcs  rtZ>,  èc, ....  Ces  zones  peu- 
vent se  superposer  en  partie,  et,  dans  ce  cas,  les  deux  inégalités 
contraires  ont  lieu  simultanément. 

Les  points  situés  de  deux  côtés  diflérents  d'une  courbe  seront 
déterminés  par  des  inégalités  contradictoires  seulement  dans  le 
cas  où  les  positions  infiniment  voisines  de  la  courbe  ne  se  coupent 
pas. 

M.  Tsinger  éclaircit  ces  considérations  par  des  exemples  parti- 
culiers tirés  de  la  considération  :  i°  des  ellipses  concentriques  ; 
2°  des  coniques  passant  par  cjuatre  points  donnés  et  enfin  des  co- 

niques  —  -|-  "^  =  A"~,  en  y  posant  successivement  k^  =  ab  et  b~  =  ha, 

Sloudskï  (T. -A.).  — Du  nombre  des  conditions  pouvant  être 
exprimées  par  des  inégalités.  {5p.) 

A  l'aide  de  considérations  géométriques  très-simples,  l'auteur 
démontre  que  : 

Pour  un  système  de  n  points  dont  les  liaisons  sont   exprimées 
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respectivement  par  3  «  —  i  et  3  «  —  2  équations,  le  nombre  de  con- 
ditions exprimées  par  des  inégalités  linéaires  (')  ne  peut  surpasser 
un  et  deux.  Si  le  nombre  d'équations  est  égal  ou  inférieur  à  3  /i  —  3, 
le  nombre  d'inégalités  est  illimité, 

BoTjGAÏEF  (N.-V.).  —  Quelques  questions  d' algèbre  numérique. 
(i3p.) 

Cette  Note  a  pour  objet  la  théorie  des  équations  dépendantes 
des  fonctions  numériques  et,  en  ^particulier,  du  symbole  E,  c'est- 
à-dire  des  équations  de  la  forme 

(i)  d;(^)  =  E^,(:r), 

le  symbole  E  étant  défini  par  la  relation 

(2)  X  :=:i'Ex  -t-  &:, 

où  0)  est  une  quantité  positive  plus  petite  que  l'unité. 

L'auteur  désigne  cette  quantité  par  le  symbole  (o,  i)  et  l'appelle 
unité  arbitraire.  En  général,  le  symbole  (a,&),  quantité  arbi- 
traire, représente  une  grandeur  variable  entre  les  limites  b  et  a. 
La  différence  b  —  a  est  son  échelle  de  ^variabilité .  Toute  quantité 
arbitraire  peut  être  mise  sous  la  forme  p  -\-  c/oj,  en  vertu  de  l'éga- 
lité suivante  : 

(a,  6)=:rt-i-  (0,6  —  rt)  T=  a-r-  {b  —  a]  (0,1)  =  a-\-  [b  —  «)m. 

L'expressiony(<7  H- ^w)  est  appelée  Jo7ictio7i  de  la  quantité  arbi- 
traire. 

En  vertu  de  la  relation  (2)  l'équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(I)  4;(.r)=^,(^)-03, 

où  w  =  (o,  I  —  s).  Cette  équation,  appelée  Véquation  fondamentale 
de  (i),  détermine  les  limites  des  racines  de  (i). 

Si  ^  =:  0  (  0)  )  est  une  des  racines  de  (  I  ) ,  pour  qu'elle  satisfasse  à  (  i  ) , 

(')  On  appelln  inégalité  linéaire  une  relation  de  la  l'orme 
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il  faut  que  ^['i)  = 'j*  [0(w)]  soit  un  nombre  entier.  Donc,  si  l'on 
désigne  par  Ej  (|j  [0  (w)]  tous  les  nombres  entiers  que  l'on  obtiendra 
en  faisant  varier  w  de  zéro  à  i  —  e,  les  racines  de  (  i)  seront  données 
par  l'équation  résoh'ajite 

(I)       .  V|;(^)=:E,4;0(&)). 

Les  valeurs  de  x  tirées  de  cette  dernière  satisferont  à  l'équa- 
tion (i),  pourvu  qu'elles  soient  comprises  entre  les  limites  de  varia- 
bilité de  ^. 

Dans  le  cas  où  ^[x)^  ^i  [x)  sont  des  fonctions  algébriques  de  x^ 
l'équation  (I)  admettra  en  général  ni  racines,  dont  chacune  don- 
nera naissance  à  une  classe  de  racines  de  (i). 

Une  quelconque  de  ces  classes  sera  caractérisée  par  l'équation 
|;[  =  Qf.  (co),  dont  la  résolvante  correspondante  (|/  [x)  ■=  Ej  ^9^  (w) 
aura  n  racines,  dont  chacune  fournira  un  groupe  de  racines  de  (i). 
Le  nombre  de  racines  de  chaque  groupe  ne  dépassera  pas  le  nombre 
des  nombres  entiers  obtenus  au  moyen  de  l'expression  ^Q,^[u^)  en  y 
faisant  varier  w  de  zéro  à  i  —  e. 

En  particulier,  pour  une  équation  de  premier  degré  de  la  forme 
ax  -\-h  =  Yi{cx-\-d)^  l'équation  fond  amentale  a'i-\-h=^c'i-\-d  —  w 
fournira  la  valeur  de  |,  et  l'on  aura 

,        nd  —  bc         a  (») 

«t  +  &  = =:  entier- 

a  —  c         a  —  c 

La  résolvante  sera  donc 

,       _,    (ad —  hc         aoi 

ax  -h  b  =  Ei 

\    a  —  c         a  —  c 

d'où  l'on  tirera  or. 

Les  équations  du  premier  degré  ont  une  classe  et  un  groupe  de 
racines. 

Le  Mémoire  est  terminé  par  la  recherche  du  nombre  des  racines 
d'une  équation  numérique  du  premier  degré  ;  ce  nombre  peut  va- 
rier de  zéro  à  l'infini. 

Serdobijnskï  (V.-E.). —  Résolution  de  V éiiuaiion 

(i)  rt.r' +  ia' -f- 6- =  E(a,x^-i- 6,.r -f- c, ). 

(23  p.) 
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Si,  dans  une  équation  numérique  (//(a:)  =:  Et|/i(a:),  on  pose 
tp(x)  r=  m  =  entier,  et  si  l'on  tire  de  cette  dernière  relation  la  va- 
leur de  x=  (f>  (/?î),  l'équation  donnée  prendra  la  forme 

M  =  E\^,[^[m]]\=E\m-h^,[>\^{m]]-m], 

d'où  l'on  voit  qu'elle  ne  pourra  être  satisfaite  qu'à  la  condition  que 
l'on  ait 

^,[l\^{m)]—m=zo,      4/,[r}^(m)]<  I. 

La  résolution  d'une  équation  numérique  peut  donc  être  ramenée 
à  l'examen  du  reste  ci-dessus. 

En  égalant  à  jn  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  on  aura,  en 
vertu  de  la  définition  de  E,  v^ 

(2)  a,x'^-{-b,x  -h  c,  =  m-h9, 

I 

où 

(3)  o  =  Ô<i, 

équation  qui  sera  transformée  en  identité  par  la  substitution  des 
racines  x^^x^  de  l'équation  ax^  -+•  bx-h  c  =:  ni. 

En  tirant  de  l'équation  (2),  ainsi  transformée,  la  valeur  de  0  et 
la  substituant  dans  l'expression  (3),  on  obtiendra  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  le  nombre  entier  et  po- 
sitif m,  et  par  conséquent  les  racines  Xi^^x^. 

Les  inégalités  auxquelles  on  parvient  ainsi  présentent  onze  cas 
différents  selon  les  valeurs  des  coefficients. 

L'auteur  examine  ces  différents  cas,  et  résume  les  résultats  de 
ces  recherclies  dans  un  tableau  qui  donne  une  quantité  auxiliaire  ?i 
déterminant  les  limites  de  m. 

LivEJVTSOF  (A.-J.). — Etude  de  la  force  tangentielle  dans  le 
mouvement  tautochrone.  (25  p.) 

Newton  a  démontré  géométriquement  que,  dans  le  vide,  la  force 
tangentielle  cjui  produit  un  mouvement  tautoclirone  est  propor- 
tionnelle à  l'arc  restant  à  parcourir. 

L'auteur  donne  une  démonstration  analytique  générale  de  ce 
tliéorème  et  de  son  inverse,  à  l'aide  de  la  formule  d'Abel.  Il  exa- 
mine ensuite  le  cas  où  le  mouvement  a  lieu  dans  un  milieu  résis- 
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tant,  la  résistance  étant  proportionnelle  à  la  vitesse  ou  au  carré  de 
cette  vitesse. 

Enfin  il  aborde  le  problème  dans  toute  sa  généralité,  tel  qu'il  a 
été  posé  par  Lagrange  :  «  Trouver  une  force  considérée  comme 
fonction  de  la  vitesse  et  de  l'espace  qui  produirait  le  tautochro- 
nisme  »,  et  dont  la  solution  est  donnée  par  la  formule  connue 


-'[#-ii] 


(')■ 


M.  Bertrand  a  fait  remarquer  que  le  problème  posé  dans  ces 
termes  est  indéterminé  et  que  la  formule  ci-dessus  ne  s'applique 
qu'au  cas  où  la  résistance  est  proportionnelle  à  une  fonction  de  la 
vitesse,  de  la  forme  a-\-bv-{-  cv^.  M.  Liventsof  démontre  que  cette 
formule  contient  tous  les  cas  de  tautochronisme,  et  qu'il  n'y  en  a 
pas  d'autres. 

MiNiNE  (A.).  —  Développement  en  série  numérique  de  la  fonc- 
tion 

représentait  le  produit  des  restes  de  la  division  d'un  nombre  n 
par  1  ou'6.  [^  p.) 

Sloi3dskï  (T.-x\.).  —  Du  nombre  des  positions  d'équilibre  d'un 
prisme  triangulaire  flottant.  (i5  p.) 

Si  la  section  droite  du  prisme  est  un  triangle  acutangle,  le  nombre 
de  ses  positions  d'équilibre  ne  peut  pas  dépasser  i8.  11  se  réduit  à  8 
pour  le  cas  où  cette  section  est  un  triangle  obtusangle  ou  rectangle. 

Ces  résultats,  déduits  de  considérations  géométriques,  sont  dé- 
terminés  par   les   conditions   exprimées  par  des  inégalités  de  la 

^  ^2  _|_  ^2 C'  . 

lorzne  ^  = ^ ?  où  ^  est  la  densité  relative  du  prisme,  a^^b^^c 

les  côtés  de  sa  section  droite.  A,  P. 


(')  Dans  cette  formule,  y;  =:  force,  f=  vitesse,  y  =  une  fonction  arbitraire  de  -» 
I  une  fonction  arbitraire  de  l'espace  5,  qui  devient  nulle  pour  i=:;o- 
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MÉLANGES. 

NOTICE  SUR  L'OBSERVATOIRE  ROYAL  DE  BRUXELLES; 
Par  m.  E.  QUETELET. 

Il  a  été  publié,  dans  le  premier  volume  de  V Annuaire  de  V Ob- 
servatoire de  Bruxelles,  une  Notice  assez  développée  sur  l'état  des 
sciences  d'observation  en  Belgique  avant  la  fondation  de  l'Observa- 
toire. En  parcourant  cet  exposé,  on  est  forcé  de  reconnaître  que 
l'état  de  ces  sciences  n'était  pas  brillant  à  cette  époque  ^  il  existait, 
à  la  vérité,  quelques  séries  d'observations  sur  la  Météorologie,  mais 
incomplètes  et  n'oifrant  généralement  pas  de  caractère  suffisant  de 
précision,  tandis  que,  pour  l'Astronomie,  l'auteur  de  la  Notice 
citait  ces  paroles  navrantes  du  célèbre  Lalande  :  Dans  les  Pays- 
Bas  autrichiens,  actuellement  français,  V Astronomie  ne  paraît 
pas  a\'oir  été  cultiuée.  Quoi!  le  pays  qui  avait  produit  Pli.  van 
Laensberg,  qui  se  glorifiait  des  Simon  Stevin,  des  Mercator  des 
Ortelius,  aurait  été  incapable  de  se  mettre  au  rang  de  ses  illustres 
voisins?  Non  certes,  il  n'en  était  pas  ainsi,  et  l'auteur  même  de 
cet  exposé  prévoyait  que  le  moment  était  venu  où  tout  allait 
changer. 

Ce  n'est  pas  sans  difficultés  toutefois  que  les  installations  de 
l'Observatoire  ont  pu  être  complétées.  Dans  la  Notice  écrite  par 
notre  savant  confrère  M.  Mailly,  on  peut  déjà  se  faire  une  idée  des 
obstacles  qu'il  a  fallu  surmonter,  et  quand,  plus  tard,  les  pièces 
originales  relatives  à  l'histoire  des  sciences  dans  le  pays  pour  cette 
époque  auront  été  publiées,  on  verra  mieux  quelle  ténacité  et 
quelle  persévérance  a  dû  déployer  le  fondateur  de  l'Observatoire 
pour  arriver  enfin  au  moment  décisif  où  les  observations  ont  com- 
mencé. 

Ce  moment  est  pourtant  arrivé.  La  température  de  l'air,  son 
poids,  son  humidité,  la  direction  du  vent,  la  pluie  tombée,  etc. 
ont  commencé  à  être  enregistrés  en  i833,  et  ces  observations,  dont 
les  principales  conséquences  ont  été  résumées  dans  le  célèbre  tra- 
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vail  :  Suj'  le  climat  de  la  Belgù/ue,  se  poursuivent  encore  sans  in- 
terruption. 

Plus  tard,  les  travaux  astronomiques  ont  pu  être  joints  aux  re- 
cherches sur  la  Physique  du  globe.  Le  premier  soin  de  mon  père  a 
été  de  fixer  la  position  astronomique  de  l'Observatoire,  ce  qu'il  a 
exécuté  avec  une  science  et  une  précision  qui  lui  ont  valu  les  féli- 
citations des  juges  les  plus  compétents  5  il  a  ensuite,  étant  seul  o]j- 
servateur,  entrepris,  de  1837  à  18^9,  une  série  d'observations  à  la 
lunette  méridienne,  qui  ont  été  publiées  en  i85i,  par  les  soins  de 
M.  Mailly.  Un  deuxième  Catalogue  des  positions  de  quelques  étoiles 
multiples  et  à  mouvements  propres  a  été  mis  en  observation  en  1 848, 
alors  que  mon  père  s'était  assuré  la  collaboration  de  MM.  Bouvy, 
Liagre,  Houzeau  et  Grégoire.  Le  deuxième  Catalogue,  faute  de 
moyens,  n'a  pu  être  que  partiellement  publié  jusqu'ici. 

Enfin  le  travail  qui  est  actuellement  en  cours  d'exécution,  et  qui 
approche  de  sa  fin,  a  pour  objet  une  révision  générale  des  étoiles 
dont  les  positions  dans  le  ciel  ne  sont  pas  invariables,  mais  chan- 
gent par  la  suite  des  temps.  Un  exposé  sommaire  de  cette  vaste  en- 
treprise aété  pvdîlié  dans  V ^miuaire  de  V Observatoire  pour  l'année 
1873  ;  on  y  verra  que,  parmi  les  étoiles  qui,  encore  aujourd'hui, 
portent  le  nom  dejîjces,  il  en  est  qui,  en  deux  cent  cinquante  an- 
nées seulement,  parcourent  une  distance  angulaire  égale  au  dia- 
mètre apparent  de  la  Lune  ;  or  deux  cent  cinquante  années  sont  un 
intervalle  de  temps  bien  court,  quand  il  s'agit  des  mouvements  cé- 
lestes; on  conçoit  donc  le  vif  intérêt  qui  s'attache  à  l'étude  non  in- 
terrompue de  ces  étoiles  voyageuses. 

Soixante-dix  mille  positions  ont  déjà  été  recueillies,  dont  4o  000 
pour  les  ascensions  droites  et  3o  000  pour  les  déclinaisons.  Les  deux 
tiers  de  ces  observations  sont  publiés,  le  reste  est  calculé  et  sera 
livré  à  l'impression  aussitôt  que  les  ressources  de  l'Observatoire  le 
permettront. 

Je  citerai  encore  ici  un  Mémoire  étendu  sur  la  direction  de  l'ai- 
guille aimantée  à  Bruxelles  pendant  cinquante  années,  travail  que 
j'ai  entrepris  et  qui  demandera  encore  quelque  temps  avant  de  pou- 
voir être  terminé. 

Tous  ces  travaux,  exécutés  par  le  fondateur  de  l'Observatoire  ou 
dus  à  sa  savante  impulsion  (sans  parler  des  nombreuses  recherches 
qu'il  a  exécutées  dans  d'autres  branches  de  la  Science,  et  qui  ne 
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sont  peut-être  pas  les  moins  brillantes),  montrent  suffisamment 
qu'il  avait  raison  d'être  rassuré  à  l'origine  sur  l'avenir  de  l'Obser- 
vatoire, et  que  le  triste  passé,  signalé  par  Lalande,  allait  être  rem- 
placé par  une  période  plus  féconde. 

Il  importe  actuellement  de  maintenir  cet  établissement  scienti- 
fique au  rang  qu'il  a  occupé  pendant  quarante  années.  On  sait  que 
rester  stationnaire  en  science,  c'est  reculer  5  les  exigences  modernes 
sont  plus  grandes  qu'elles  n'étaient  il  y  a  quarante  ans,  l'outillage 
de  l'Observatoire  laisse  à  désirer,  et,  à  égalité  de  mérite  chez  les 
observateurs,  c'est  naturellement  celui  qui  a  les  meilleurs  instru- 
ments qui  doit  l'emporter. 

D'autre  part,  les  nombreuses  recherches  déjà  faites  sur  la  phy- 
sique de  notre  atmosphère,  et  l'aide  puissante  du  télégraphe  per- 
mettent aujourd'hui  de  prévoir  avec  une  certaine  probabilité  le 
temps  qu  il  doit  faire 5  toutes  les  nations  organisent  leurs  réseaux 
météorologiques  dans  ce  but  nouveau,  et  les  observations  combi- 
nées selon  un  plan  uniforme  doivent  commencer  le  i*^""  janvier  i8y6. 
La  Belgique  ne  sera  malheureusement  pas  en  mesure  de  couimencer 
en  même  temps  que  les  pays  voisins:  c'est  fort  à  regretter;  il  serait 
nécessaire  de  porter  remède  à  cet  état  de  choses  le  plus  tôt  possible 
et,  s'il  n'y  a  pas  possibilité  de  tout  faire  en  une  fois,  d'organiser 
au  moins  ce  qui  presse  le  plus. 

Un  des  astronomes  les  plus  distingués  de  l'Allemagne,  jM.  Win- 
necke,  en  passant,  cette  année,  par  Bruxelles,  pour  assister  àLeiden 
à  la  réunion  de  la  Société  Astronomique,  me  laissa  entrevoir  que  la 
Société  accueillerait  avec  intérêt  quelques  détails  sur  la  situation 
actuelle  de  l'Observatoire;  c'est  ce  qui  a  donné  lieu  à  la  Lettre  sui- 
vante, que  j'ai  adressée  à  M.  Winnecke  et  qu'il  a  eu  l'obligeance  de 
lire  à  la  première  séance  du  Congrès  : 

Mon  cher  Monsieur, 

Lors  de  votre  passage  par  Bruxelles,  vous  avez  bien  voulu  me  dire 
que  les  membres  de  la  Société  astronomique  internationale,  réunis 
en  ce  moment  à  Leiden,  accueilleraient  probablement  avec  intérêt 
une  courte  Notice  sur  l'état  actuel  de  l'Observatoire  de  Bruxelles. 
Comme  je  me  trouve  empêché  de  me  rendre  moi-même  à  l'assem- 
blée de  cette  année,  je  me  permets  de  vous  adresser  par  écrit  quel- 
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ques  renseignements  dont  vous  ferez  l'usage  que  vous  jugerez 
convenable. 

Les  membres  de  la  Société  astronomique  savent  la  perte  immense 
qu'a  faite  l'Observatoire  le  17  février  1874,  par  la  mort  de  son  cé- 
lèbre directeur  et  fondateur  Adolphe  Quetelet.  Les  divers  Ouvrages 
composés  par  lui  sur  des  sujets  très-variés  pendant  une  carrière  de 
plus  de  cinquante  années,  témoignent  de  la  prodigieuse  activité 
qu'il  possédait,  si  l'on  considère  surtout  les  difficultés  qu'il  a  dû 
vaincre  à  l'origine  pour  fonder  un  établissement  qui  n'avait  jamais 
existé  dans  nos  provinces  et  dont  beaucoup  de  personnes,  peu  au 
courant  de  la  Science,  contestaient  même  l'utilité.  Ses  principaux 
titres  à  la  reconnaissance  de  son  pays  et  du  monde  savant  en  gé- 
néral ont  déjà  été  mis  en  lumière  dans  plusieurs  Ouvrages  dont  je 
me  permets  d'offrir  à  la  Société  ceux  que  j'ai  à  ma  disposition.  Plus 
tard,  sans  doute,  la  publication  d'une  partie  de  sa  vaste  Correspon- 
dance olfrira  des  documents  précieux  pour  l'histoire  des  Sciences 
dans  la  première  partie  de  ce  siècle.  Je  puis  annoncer  aussi  avec 
reconnaissance  qu'un  monument  durable  sera  élevé  à  sa  mémoire, 
et  que,  parmi  les  personnes  qui  ont  voulu  lui  donner  ce  dernier 
témoignage  d'estime  et  de  regret,  figurent  les  principales  notabilités 
de  la  Science  moderne. 

Après  une  perte  si  sensible,  le  Gouvernement  a  dû  se  préoccuper 
des  moyens  de  maintenir  l'Observatoire  de  Bruxelles  au  rang  où 
l'avait  porté  son  premier  directeur. 

Le  8  mai  1874,  le  Ministre  de  l'Intérieur,  M.  Delcour,  signa  un 
arrêté  qui  nommait  une  Commission  de  cinq  membres  chargée 
d'examiner  s'il  y  avait  quelques  modifications  à  introduire  dans 
l'organisation  de  l'Observatoire.  Cette  Commission  était  composée 
de  :  MM.  le  général  Liagre,  commandant  l'Ecole  militaire  et  secré- 
taire perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences;  Stas,  l'éminent  chi- 
miste-. Van  Haverbeke,  capitaine  de  vaisseau;  Folie,  administra- 
teur-inspecteur de  l'Université  de  Liège-,  et  Ernest  Quetelet,  astro- 
nome à  l'Observatoire. 

Cette  Commission  a  examiné  en  détail  l'état  des  instruments  et, 
après  discussion,  elle  a  adopté,  à  l'unanimité  de  ses  membres,  les 
conclusions  d'un  Rapport  qui  a  été  présenté  au  Ministre  de  l'Inté- 
rieur dès  les  premiers  jours  du  mois  d'octobre  1874. 
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Les  principales  résolutions  étaient  : 

Compléter  le  système  magnétique  de  l'Observatoire  par  l'acqui- 
sition d'instruments  enregistreurs^ 

Organiser  le  service  météorologique  international; 

Acquérir  un  équatorial  de  grande  dimension,  avec  les  accessoires 
nécessaires  à  l'étude  spectroscopique  des  corps  célestes-, 

Enfin  augmenter  le  personnel  et  améliorer  la  position  des  obser- 
vateurs. 

Le  Conseil  des  Ministres  n'a  pas  encore  pris  de  décision  sur  les 
conclusions  de  ce  Rapport. 

En  attendant  qu'une  décision  intervienne,  les  travaux  de  l'Ob- 
servatoire se  poursuivent  d'une  manière  systématique  d'après  l'an- 
cien plan,  afin  d'éviter  des  changements  trop  fréquents,  qui  sont 
toujours  nuisibles  dans  une  longue  série  d'observations.  A  la  fin 
de  cette  année,  l'impression  des  observations  météorologiques  et 
magnétiques  sera  complète  et  pourra  ensuite  se  continuer  réguliè- 
rement. 

M.  le  Ministre  de  l'Intérieur  a  promis  de  solliciter  de  la  législa- 
ture les  fonds  nécessaires  à  la  publication  des  observations  faites 
aux  instruments  méridiens  et  qui  n'ont  pu  paraître  jusqu'ici.  11 
est  donc  à  espérer  que  cette  lacune  aussi  pourra  être  bientôt 
comblée. 

Les  positions  moyennes  qui  se  déterminent  à  Bruxelles  se  rap- 
portent particulièrement,  comme  vous  savez,  aux  étoiles  qui  ont  un 
déplacement  annuel  assez  notable  dans  le  ciel,  ou  plutôt  qui  étaient 
soupçonnées  posséder  ce  mouvement;  car,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  le  mouvement  présumé  ne  s'est  pas  vérifié.  Les  instruments 
employés  sont  la  lunette  méridienne  de  Gambey  et  le  cercle  mural 
de  Trougliton. 

Les  observations  peuvent  être  considérées  comme  à  peu  près  ter- 
minées; cependant  les  deux  ou  trois  années  qui  s'écouleront  en- 
core avant  les  déterminations  finales  seront  avantageusement  em- 
ployées à  augmenter  le  nombre  des  déterminations  pour  les  étoiles 
qui  présentent  quelques  discordances,  ou  dont  le  mouvement  est 
très-grand.  Le  Catalogue  comprendra  à  peu  près  douze  mille  étoiles, 
et  les  observations,  commencées  en  1807,  seront  réduites  à  l'é- 
poque 1870, 
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Les  observateurs  qui  concoureut  avec  moi  au  travail  des  obser- 
vations et  des  réductions  sont  :  MM.  Hooreman,  Estourgies  et  Lan- 
caster.  Le  premier,  qui  a  fait  des  études  comme  mécanicien,  soigne 
en  outre  les  instruments. 

Tels  sont  les  points  principaux  qui  me  semblent  de  nature  à 
offrir  quelque  intérêt  aux  astronomes.  J'espère  pouvoir  vous  donner 
dans  quelque  temps  des  renseignements  plus  satisfaisants  sur  l'état 
de  l'Observatoire  de  Bruxelles. 

Veuillez  agréer,  etc.  E.   Quetelet. 

Après  avoir  donné  communication  de  la  lettre  qui  précède  à  la 
réunion  de  Leiden,  M.  Winnecke  a,  de  plus,  proposé  la  résolution 
suivante  : 

«  L'assemblée  exprime  le  désir  que,  dans  la  réorganisation  pro- 
jetée de  l'Observatoire  de  Bruxelles,  dont  elle  a  reçu  communica- 
tion, l'activité  distinguée  que  l'Observatoire  a  déployée  relative- 
ment aux  déterminations  de  positions  des  étoiles  à  mouvements 
propres  ne  se  ralentisse  pas,  et,  s'il  y  a  moyen,  que  l'on  perfec- 
tionne les  appareils  et  les  instruments  qui  y  sont  employés.  Elle 
exprime,  en  outre,  son  opinion  qu'il  est  d'un  haut  intérêt  pour  la 
Science  que  les  résultats  de  ces  observations  soient  calculés  défini- 
tivement et  publiés  aussitôt  que  possible.  » 

Cette  résolution  a  été  adoptée  à  l'unanimité  dans  la  deuxième 
séance. 


PUBLICATIONS  NOUVELLES. 

Annuaire  météorologique  et  agricole  de  l'Observatoire  de  Mont- 
souris,  pour  l'an  1876.  —  Paris,  Gauthier- Villars.  i  vol.  in-i8, 
442  p.  2  fr. 

Annuaire  pour  l'an  1876,  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes. 
Avec  des  Notices  scientifiques,  —  Paris,  Gauthier-Villars.  i  vol. 
in-i8,  612  p.  1  fr.  00  c. 

notices    scientifiques. 

E.  Mouchez  :  Création  d'un  Observatoire  d'étude  dans  le  parc  de  Mont- 
souris,  par  le  Bureau  des  Longitudes.  —  E.  Mouchez  :  Sur  l'Observatoire 
annexe  de  la  Marine.  —  F.  Pcnier  :  Sur  l'Observatoire  annexe  de  la  Guerre. 
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—  F.  Perrier  :  Notice  sur  l'Association  géodésique  internationale  et  sur  le 
Congrès  réuni  à  Paris  en  1875.  —  Marié-Davj  :  Déclinaison  de  l'aiguille 
aimantée.  —  E.  Mouchez  :  Mission  de  l'île  Saint-Paul  pour  l'observation  du 
passage  de  Vénus.  —  /.  Janssea  :  Mission  du  Japon  pour  l'observation  du 
passage  de  Vénus.  —  Lœwy  et  Fayc  :  Discours  prononcés  aux  funérailles  de 
M.  Mathieu,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  au  nom  de  la  Section  d'Astro- 
nomie et  du  Bureau  des  Longitudes. 

BnissE  (Cil.).  —  Sur  le  déplacement  fini  quelconque  d'une  figure 
de  forme  invariable.  (Extrait  du  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées,  tome  XIX,  2®  série,  et  tome  I",  3*  série.) 

—  Paris,  Gauthier  -  A  illars,  1874"  1870.  2  Mémoires  in-4 , 
44  et  40  P-  3  fr.  00  c. 

Callon  (Cil.).  —  Cours  de  construction  des  machines,  professé  à 
l'Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures,  i^^  Partie  :  Matériel 
agricole:  2^  Partie  :  Hydraulic]ue.  —  Paris,  J.  Dejey,  1874- 
1 18  tableaux  lithographies,  in-fol.  3o  fr. 

Comité  international  des  Poids  et  Mesures.  —  Procès-verbaux  des 
séances  de  1875-1876.  —  Paris,  Gautliier-\  illars,  1870.  In-S", 
3i  p.  I  fr.  20  c. 

Connaissance  des  Temps  ou  des  Mouvements  célestes,  à  l'usage  des 
Astronomes  et  des  Navigateurs,  pour  l'an  1877,  publiée  par  le 
Bureau  des  Longitudes.  Avec  additions.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1875.  i  vol.  gr.  in-8*',  7i8-lxxxvi-i36  p.        7  fr.  5o  c. 

ADDITIONS. 

Y.  Villnrceau  :  Méthode  pour  calculer  les  orbites  des  étoiles  doubles,  dé- 
duites déconsidérations  géométriques  (197  p.).  —  Y,  Fillareeau  :  Recherches 
sur  l'emploi  des  photographies  recueillies  dans  les  observations  des  passages 
de  Vénus  (82  p.). 

Connaissance  des  Temps  ou  des  Mouvements  célestes,  etc.  Sans 
additions.  5  fr. 

CowTi  (P-).  —  Suir  attrito.  Memoria  i*.  (Approvata  per  la  stampa 
negli  Atti  délia  B.  Accademia  dei  Lincei  il  6  dieerabre  (1874). 

—  Rome,  1875.  Grand  111-4",  228  p.,  24  pi.  20  fr. 

De  Coninck(G.).  —  Lois  nouvelles  des  puissances  des  nombres. 
Propriétés  nouvelles  des  fractions  décimales  périodiques.  (Extrait 
succinct  d'un  Mémoire.)  —  Paris,  Gauthicr-Yillars,  1876.  In-8'', 
12  p.  I  Ir. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

CLEBSCn  (A.).  —  VoRLESUNGEN  I'ber  Géométrie,  bearbeitet  und  herausge- 
geben  von  DT.  Lindemanx,  mit  einem  Vorworte  von  F.  Klein.  Ersten  Bandes, 
erster  Theil.  —  Leipzig,  Teubner,  iSyS.  In-B",  496  p. 

Un  prospectus  que  M.  Lindeniann  a  joint  à  ce  premier  tome  de 
la  première  Partie  de  la  publication  commencée  indique  les  Cours 
du  regrettable  Clebscli  qui  ont  servi  de  base  pour  cette  première 
Partie;  ils  ont  eu  pour  objet  :  1°  la  Géométrie  analytique  du  plan 
(été  1871);  2"  la  théorie  des  courbes  algébriques  (hiver  1871-1872); 
3"  la  théorie  des  formes  algébriques  (été  1872). 

Une  partie  du  dernier  Cours  est  déjà  publiée  par  Clebsch  lui- 
même  dans  sa  théorie  des  formes  binaires.  Le  reste,  où,  après 
avoir  orienté  ses  auditeurs  sur  les  propriétés  générales  des  formes 
ternaires,  il  traitait  d'une  seule  forme  ternaire  quadratique  ou 
cubique  et  des  systèmes  de  deux  formes  quadratiques,  avait  un 
caractère  trop  exclusivement  algébrique  pour  trouver  place  sans 
altérations  dans  l'Ouvrage  actuel.  Le  but  de  celui-ci  rendait  aussi 
souhaitable  un  autre  ordre  que  celui  des  Cours  de  Clebsch  :  la 
partie  algébrique  devait  précéder  les  parties  géométriques  qui  en 
contiennent  les  applications.  Ces  transpositions  ont  demandé  évi- 
demment beaucoup  de  transformations  de  détail  ;  d'autres  résultent 
de  l'égard  que  M.  Lindeniann  a  eu  aux  plus  nouveaux  progrès  de 
la  Science^  enfin  il  ajoute  quelques  parties  entièrement  nouvelles. 

On  voit  que  M.  Lindemann  a  pris  le  parti  le  moins  commode, 
en  prenant  par  ces  altérations  toute  la  responsabilité  de  sa  publi- 
cation et  seulement  une  partie  de  l'honneur,  plus  ou  moins  grande 
pour  les  dillérentes  Sections  du  Livre, 

Le  parti  qu'il  a  pris  est-il  le  meilleur  .f'  jNe  connaissant  pas  les 
cahiers  à  sa  disposition,  nous  ne  pouvons  en  juger.  Le  parti  pris  a 
été  peut-être  le  seul  possible.  Nous  avons  ici  seulement  à  nous 
demander  si  nous  trouvons  ici  un  bon  et  utile  Ouvrage,  et  si  cet 
Ouvrage  est  digne  de  porter  le  nom  de  Clebsch.  Devant  donner 
dans  la  présente  analyse  une  réponse  affirmative  à  la  première  de 
ces  questions,  il  s'ensuivra  que  la  réponse  à  la  seconde  sera  aussi 
affirmative  si,  bien  entendu,  on  retrouve  l'esprit  de  Clebsch  dans 

SulL  des  Sciences matliéin.  et  nstroii.,  t.  X.  (Mars  iS^C.)  O 
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toutes  les  altérations  et  les  additions.  Aussi  à  cet  égard  il  nie 
semble,  d'après  ma  connaissance  des  travaux  considérables  du 
géomètre,  qu'on  a  lieu  d'être  content  du  Livre.  L'unité  de  plan 
qui  y  règne  en  est  le  meilleur  témoin.  Enfin  une  partie  des  alté- 
rations sont  faites  avec  le  concours  de  l'ami  et  l'ancien  collabo- 
rateur de  Clebscli,  M.  Gordan;  une  partie  essentielle  des  additions 
traite  des  recherches  de  ses  habiles  élèves  MM.  JNother  et  Brill, 
et  nous  supposons  que  la  promesse  de  M.  Klein,  de  joindre  au 
Livre  une  Préface,  est  un  témoignage  du  concours  de  cet  éminent 
élève  et  ami  de  Clebsch  à  la  publication  de  ses  Leçons. 

L'Ouvrage  dont  le  premier  tome  nous  occupe  ici  est  un  traité 
analytique  des  propriétés  des  ligures  qui  ne  sont  pas  altérées  par 
des  projections  ou  par  des  transformations  semblables,  ou  bien, 
si  on  les  considère  au  point  de  vue  algébrique,  des  propriétés 
dont  les  expressions  algébriques  ne  sont  pas  altérées  pai-  des  sub- 
stitutions linéaires.  La  matière  est  donc  la  même  qui  occupe  prin- 
cipalement les  excellents  Livres  de  M.  Salmon,  mais  la  manière 
dont  le  sujet  est  traité  est  bien  dillérente. 

Ce  cjui  rend  la  lecture  du  Livre  de  M.  Salmon  si  attrayante  et 
si  utile,  c'est  la  richesse  des  méthodes,  et  la  clarté  avec  laquelle 
l'auteur  sait  toujours  faire  saisir  au  lecteur  ce  qui  est  le  plus 
essentiel  dans  les  méthodes.  On  voit  partout  les  avantages  de  la 
méthode  choisie,  qui  est  ordinairement  celle  qui  conduit  le  plus 
rapidement  aux  résultats,  souvent  celle  qui  y  a  conduit  originaire- 
ment. 

Clebsch  et  le  publicateur  de  ses  Leçons  s'attachent  principa- 
lement à  l'unité  de  la  démonstration  algébrique.  Certainement, 
ils  se  servent  en  beaucoup  d'endroits  de  raisonnements  géomé- 
triques; mais  ils  cherchent  pourtant  à  faire  observer  au  lecteur 
la  connexion  algébrique  qui  correspond  aux  propriétés  géomé- 
triques, à  lui  faire  comprendre  la  raison  algébrique  de  toutes  les 
vérités,  même  de  celh's  qui  sont  étal)lies  géométriquement.  Ils 
déterminent,  par  exemple,  quand  il  leur  est  possible ,  les  formes 
des  équations  des  courbes  dont  les  ordres  sont  déterminés  géomé- 
triquement ailleurs,  et  cherchent  en  plusieurs  endroits,  avec  un 
succès  notable,  à  faire  suivre  à  la  Géométrie  algébrique  les  chemins 
qui  lui  sont  marqués  par  les  recherches  faites  au  moyen  du  prin- 
cipe de  cornîspondance  de  INL  Chasles  et  des  autres  principes  ana- 
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logues.  En  même  temps  ils  ne  négligent  pas  de  mettre  les  résultats 
obtenus,  et  même  les  voies  qui  y  conduisent,  sous  les  yeux  du 
lecteur  d'une  manière  géométrique  et  palpable. 

Les  moyens  grâce  auxquels  Clebscli  obtient  l'unité  algébrique 
de  la  démonstration  sont  connus  des  lecteurs  de  ses  autres  travaux; 
ils  sont  :  i"  une  forme  très-générale  de  coordonnées  trilinéaires,  et 
2°  une  représentation  symbolique  des  formes  algébriques  avc(' 
leurs  invariants,  leurs  covariants,  etc. 

Les  coordonnées  ponctuelles  JCi  '.x^'.  x^  sont  les  rapports  des  di- 
stances d'un  point  à  trois  droites,  ces  distances  étant  multi- 
pliées par  des  constantes.  Elles  ne  diflèrent  donc  pas  de  celles  aux- 
quelles M.  Fiedler  a  donné  le  nom  de  coordonnées  projeclwes.  Les 
coordonnées  tangentielles  iii  '.  u^  \  «3  se  déterminent  d'une  manière 
analogue;  seulement  les  constantes  ont  des  valeurs  telles  que  l'é- 
quation 

M,  ^1  -h  //j  ^î  H-  Ws  ^3  =  O 

exprime  que  le  point  x  se  trouve  sur  la  droite  u.  L'avantage  de 
ces  coordonnées  sur  les  coordonnées  plûckériennes  ordinaires  con- 
siste en  ce  qu'une  substitution  linéaire  exprime  en  général  une 
simple  transformation  de  coordonnées. 

La  représentation  symbolique  d'une  forme  binaire  ou  ternaire 
est  celle  que  M.  Aronliold  a  employée  le  premier  et  qui  se  fait  par 
une  puissance  d'une  expression  linéaire  :  pour  avoir  la  forme  repré- 
sentée par  le  symbole,  il  faut  seulement  remplacer  les  dillérents 
produits  des  puissances  des  coefficients  de  l'expression  linéaire  par 
les  coefficients  de  la  forme.  Par  ce  moyen  on  obtient  de  pouvoir 
exprimer  symboliquement  toutes  les  formes  invariantes  apparte- 
nant à  la  forme  donnée  par  celles  d'un  système  simultané  de  formes 
linéaires.  Cette  représentation  symbolique  des  invariants  dillère  à 
plusieurs  égards  de  la  représentation  symbolique  des  opérations 
servant  à  former  des  invariants,  employée  par  les  géomètres  anglais, 
bien  qu'elle  résulte  d'un  développement  ultérieur  de  celle-ci. 

La  première  des  quatre  Sections  du  tome  paru  de  l'Ouvrage  qui 
nous  occupe  a  pour  titre  :  Considérations  préliminaires.  Séries  de 
points  et  faisceaux.  Elle  contient  premièrement  un  exposé  rapide 
des  applications  les  plus  élémentaires  des  coordonnées  ortliogo- 
nales,  ponctuelles  et  tangentielles.  Les  mêmes  coordonnées  sont 
ensiiite  appliquées  à  la  déduction  du  principe  de  dualité,  et  des 

8. 
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propriétés  des  séries  de  points  et  des  faisceaux  de  di"oites  qui  font 
la  base  de  la  Géométrie  synthétique  de  Steiner  et  de  Cliasles.  On 
apprend  à  connaitre  les  Génératrices  des  coniques  dont  se  servent 
ces  géomètres,  les  propriétés  harmoniques  du  quadrilatère,  etc.  A 
la  fin  de  la  Section  se  trouve  l'exposé  des  systèmes  de  coordonnées 
générales  dont  nous  venons  de  parler.  Dans  le  cours  de  la  Section, 
l'auteur  a  trouvé  moyen  d'introduire  les  notions  indispensables  des 
propriétés  des  déterminants. 

La  seconde  Section,  qui  a  pour  titre  :  Les  courbes  du  second 
ordre  et  de  la  seconde  classe,  contient  les  applications  aux  co- 
niques des  coordonnées  inti'oduites  et  des  théories  développées.  On 
y  trouve  les  déductions  algébriques  des  propriétés  projectives  prin- 
cipales d'une  seule  conique  et  du  système  de  deux  coniques,  et  les 
représentations  algébriques  des  coniques  dégénérées  et  regardées 
comme  lieux  de  points  ou  comme  enveloppes,  et  il  est  montré  com- 
ment la  notion  des  propriétés  projectives  conduit,  par  l'introduc- 
tion de  la  droite  à  l'infini  et  des  points  circulaires  à  l'infini,  aux 
propriétés  métriques  des  diamètres  et  des  foyers  d'une  conique  et  à 
celles  des  cercles. 

Les  deux  Sections  possèdent  la  simplicité,  l'élégance  et  la  clarté 
que  l'on  devait  attendre  d'un  auteur  comme  Clebsch  dans  un  champ 
cjui  est  si  bien  préparé,  par  exemple  par  les  Leçons  classiques  de 
Hesse.  Cette  préparation  est  mise  à  profit  plus  directement  en 
quelques  endroits,  où  cela  a  pu  se  faire  avec  avantage^  mais  ordi- 
nairement l'auteur  s'en  sert  pour  s'élever  à  de  nouveaux  points  de 
vue.  Nous  mentionnerons  comme  exemple  le  parti  tiré  dans  beau- 
coup de;  recherches  de  l'équation  servant  à  déterminer  le  rapport 
anharmonique  de  deux  points  donnés  et  des  points  où  la  droite 
qui  les  joint  rencontre  une  conique  donnée.  On  voit,  du  reste, 
partout  (jue  ces  deux  Sections  n'ont  pas  pour  seul  but  de  déve- 
lopper des  propriétés  des  coniques,  etc.  :  on  y  observe  la  tendance 
à  préparer  ainsi  les  voies  aux  théories  contenues  dans  les  j)arties 
suivantes  du  Livre.  Le  lecteur  acquiert,  par  exemple,  dès  la  dis- 
cussion de  la  figure  composée  de  deux  coniques,  la  connaissance 
des  invariants  et  des  covariants,  et  apprend  par  cet  exemple  le 
parti  qu'on  peut  en  tirer  pour  la  Géométrie,  avant  de  commencer 
dans  la  troisième  Section  l'étude  principale  de  ces  instruments  de 
l'Algèbre  moderne. 
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La  troisième  Section  contient  une  Introduction  à  la  théorie  des 
formes  algéhricfues.  Après  des  remarques  préliminaires  sur  cette 
création  de  MiM.  Cayley  et  Sylvester,  qui  doit  son  origine  en 
partie  à  la  théorie  des  nombres,  en  partie  aux  progrès  puissants  de 
la  Géométrie,  on  s'occupe  en  particulier  de  la  théorie  des  formes 
binaires,  de  leur  représentation  symbolique  et  de  leur  signification 
géométrique.  L'application-  de  la  représentation  symbolique  est 
montrée  par  des  exemples^  mais  nous  regrettons  que  l'éditeur 
n'y  ait  pas  ajouté  les  énoncés  de  règles  fixes  pour  le  calcul  symbo- 
lique. En  général,  ces  règles  se  présentent  immédiatement;  mais 
là  où,  à  côté  des  produits  symboliques,  il  se  présente  des  produits 
ellectifs  (par  exemple  dans  la  théorie  des  polaires),  il  serait  bon 
d'avoir  ces  règles  formulées. 

On  sait  que  la  signification  géométrique  de  la  théorie  des  formes 
binaires  est  une  Géométrie  sur  une  droite  (ou  sur  une  courbe  uni- 
cursale);  elle  tend  donc,  avec  d'autres  algorithmes,  au  même  but 
que  les  premières  Parties  de  la  Géoniélrie  supérieure  de  Chasles  (  '  ) , 
et  elle  a  la  même  importance  pour  la  Géométrie  plane  que  celle-ci 
pour  la  Géométrie  d'espace.  On  doit  à  Clebsch  un  très-beau  moyen 
d'appliquer  immédiatement  à  la  Géométrie  à  deux  dimensions  les 
résultats  obtenus  dans  la  Géométrie  à  une  dimension.  Il  consiste  en 
une  transformation  d'un  invariant  d'une  forme  binaire  en  un  con- 
irevariant  d'une  forme  ternaire.  Cette  transformation,  publiée  dans 
le  volume  09  du  Journal  de  Crelle,  est  exposée  et  illustrée  par 
de  belles  applications  dans  l'avant-dernier  paragraphe  de  la  Sec- 
lion  dont  nous  parlons. 

Mais  revenons  aux  formes  binaires.  La  Section  contient  des 
recherches  spéciales  sur  les  formes  du  second ,  du  troisième  et 
du  quatrième  ordre.  Clebsch  a  traité  la  même  matière  dans  son 
Ouvrage  sur  les  formes  binaires  5  mais  la  différence  des  buts  amène 
une  dilférence  de  points  de  vue.  Dans  le  Livre  qui  nous  occupe,  il 
s'agit  notamment  de  montrer  la  signification  géométrique  des  inva- 
riants et  covariants  que  l'on  forme.  Ils  deviennent  par  cela  moins 
abstraits  et,  selon  nous,  plus  faciles  à  saisir  pour  le  lecteur.  Dans 
le  Livre  cité,  on  avait  un  but  plus  diflicile,  celui  de  démontrer  que 


(')  Aussi  le  principe  de  correspondauce  a  trouvé  ici  sa  place  naturelle. 


ii8  BULLETIN   DES   SCIENCES 

les  systèmes  de  formes  appartenant  à  des  formes  données  sont  finis, 
résultat  trouvé  par  M.  Gordan.  Dans  le  nouveau  Livre,  ce  théorème 
sert  de  guide  à  la  déduction  des  invariants  et  covariants,  sans  être 
expressément  la  base  des  recherches  -,  on  peut  donc  se  borner  à  y 
renvoyer. 

La  troisième  Section  contient  encore  des  discussions  sur  les  formes 
ternaires.  Ces  discussions  compi^ennent  premièrement  la  théorie 
algébrique  de  la  transformation  homographicjue  des  figures  planes, 
et  ensuite  la  représentation  symbolique  des  formes  ternaires  et  des 
systèmes  invariants  qui  y  appartiennent.  Il  s'y  joint  une  discussion 
sur  la  formation  invariante  la  plus  générale  d'un  système  de  formes 
ternaires,  qui  demande  toutefois  un  emprunt  à  une  Section  du 
second  volume  du  Livre.  Nous  n'aimons  pas  ces  emprunts,  qui 
rendent  aussi  les  résultats  dilîiciles  à  comprendi^e;  mais,  dans  le  cas 
actuel,  l'emprunt  est  sans  inconvénient,  parce  que  les  seules  appli- 
cations qu'on  en  fasse  dans  ce  qui  suit  sont  réunies  dans  une  re- 
cherche à  part,  contenant  la  déduction  du  système  complet  des  forma- 
tions invariantes  de  deux  coniques,  qui  termine  la  troisième  Section, 
Cette  déduction  a  été  communiquée  à  l'éditeur  par  M.  Gordan. 

On  possède  ainsi  d'excellents  instruments  pour  l'étude  de  la 
Théorie  générale  des  courbes  algéhriiiues,  qui  occupe  la  dernière 
Section  du  volume. 

Le  premier  paragraphe  de  cette  Section  contient  la  théorie  des 
courbes  polaires,  y  compris  la  détermination  de  la  courbe  hessienne 
et  quelques  beaux  théorèmes  sur  les  polaires  exposés  par  Clebsch 
dans  le  58^  volume  du  Journal  de  Crelle. 

Le  deuxième  paragraphe  contient  la  théorie  des  points  singuliers. 
Le  point  à  discuter  est  pris  pour  origine  des  coordonnées,  et  ensuite 
on  développe,  par  la  règle  de  Newton  et  de  Cramer,  une  série  ser- 
vant à  exprimer  l'une  des  coordonnées  par  l'autre.  Par  ce  moyen  on 
distingue  et  discute  les  différentes  branches  passant  par  le  point 
singulier,  tandis  que  la  résolution  d'un  point  singulier  quelconque 
en  points  doubles  et  cuspidaux  ne  peut  se  faire  qu'à  la  fin  du  Livre 
par  une  application,  indiquée  par  M.  Notlier,  des  transformations 
de  Cremona. 

Déjà  ce  deuxième  paragraphe  contient  une  discussion  faite,  au 
moyen  du  système  particulier  de  coordonnées,  des  propriétés  des 
Invinclics  des  polaires  et  de  la  hessienne  qui  passent  par  un  point 
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double  ou  cuspidal.  Cette  discussion  est  reprise  dans  le  paragraphe 
suivant  avec  des  coordonnées  générales.  Elle  se  fait  alors  au  moyen 
des  représentations  symboliques.  Cette  discussion  conduit  aux  for- 
mules pliickériennes  auxquelles  est  jointe  l'expression  du  genre  f> 
d'une  courbe  algébrique.  La  démonstration  complète  de  la  pro- 
priété principale  de  ce  nombre,  de  n'être  pas  altéré  par  une  trans- 
formation birationnelle,  est  toutefois  réservée  expressément  pour 
une  Section  du  tome  suivant.  Certainement,  on  en  trouve  déjà  dans 
le  présent  tome  une  démonstration  préalable  au  moyen  de  l'ex- 
tension du  principe  de  correspondance  due  à  >.IM.  Cayley  et  Brill; 
mais  cette  démonstration,  de  même  que  celle  d'un  théorème  plus 
général  qui  comprend  celui  sur  l'invariabilité  de  /),  n'est  pas  com- 
plète, parce  que  ce  principe  n'est  immédiatement  applicable  qu'à 
des  séries  où  les  points  correspondant  à  un  point  donné  font,  avec 
des  points  fixes,  un  système  complet  de  points  d'intersection. 

Les  relations  pliickériennes  et  la  propriété  du  nombre  p  sont 
appliquées,  dans  le  §  IV,  à  compléter  la  détermination  des  nombres 
plûckériens  des  courbes  hessienne  ('),  steinérienne  et  cavleyenne 
d'une  courbe  donnée,  une  partie  de  ces  nombres  étant  trouvés 
par  une  déduction  directe  des  équations  algébriques  dont  ils  indi- 
quent les  degrés,  ou  du  moins  d'équations  qui  y  conduisent  par  des 
éliminations. 

Le  reste  du  tome  P""  contient  des  additions  que  M.  Lindemaun 
a  faites  aux  Leçons  de  Clebsch,  et  qui  sont,  nous  l'avons  dit 
déjà,  entièrement  conformes  au  plan  suivi  dans  l'Ouvrage  entier. 
Ces  additions  contiennent  la  génération,  due  à  MM.  Chasles  et  de 
Jonquières,  des  courbes  d'ordre  quelconque  par  des  faisceaux  qui 
se  correspondent  anharmoniquement  5  la  théorie  de  la  courbe  jaco- 
bienne  de  trois  courbes  fixes  ou  d'un  système  5  la  théorie  des  carac- 
téristiques-, les  recherches  de  iNDL  2Sother  et  Brill  sur  les  groupes  de 
points  d'une  courbe  algébrique,  toutefois  sans  que  l'auteur  trouve 
assez  de  place  pour  exposer  complètement  les  démonstrations  de 


(')  Il  nous  semble  que  la  notion  du  genre  enlève  aussi  une  difficulté  mentionnée  dans 
le  Livre.  Les  auteurs  disent  (p.  3Gi)  qu'on  n'a  pas  encore  démontré  que  la  hessienne 
d'une  courbe  générale  n'a  aucun  point  double.  Or  trois  des  nombres  plûckériens  de 
la  courbe  steinérienne  sont  déduits  indépendamment  de  cette  circonstance.  On  peut 
donc  en  déduire  le  genre,  qui  est  égal  à  celui  de  la  courbe  hessienne,  et  alors  on  voit 
sans  difficulté  que  la  hessienne  est  dépourvue  de  points  doubles  cuspidaux. 
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ces  deux  savants,  qui  évitent  les  dénombrements  incertains  ('); 
l'extension  du  principe  de  correspondance  à  une  courbe  de  genre 
quelconque,  trouvée  par  induction  par  M.  Cayley,  et  démontrée  par 
M.  Brill,  qui  en  établissait  en  même  temps  l'étendue  et  la  limi- 
tation ;  les  transformations  de  figures  planes  qui  portent  le  nom  de 
M.  Cremona,  qui  en  a  donné  le  premier  une  théorie  générale. 

M.  Lindemann  ne  se  borne  pas  à  exposer  ces  théories  et  à  les 
adapter  aux  autres  parties  du  Livre;,  ce  qui  amène  déjcà  de  nouveaux 
points  de  vue  :  il  les  eurichit  en  même  temps,  notamment  dans  le 
sens  algébrique.  Il  fait  par  exemple,  dans  la  théorie  des  caracté- 
ristiques, une  étude  analytique  des  systèmes  élémentaires  de 
coniques  et  de  leurs  courbes  exceptionnelles ,  dont  il  illustre 
aussi  les  multiplicités  par  des  figures;  et,  dans  l'exposé  de  l'exten- 
sion du  principe  de  correspondance,  il  donne,  du  moins  dans  les 
cas  les  plus  simples,  les  développements  des  équations  des  courbes 
servant  à  déterminer  les  points  de  coïncidence.  JNous  parlerons  un 
peu  plus  en  détail  de  celles  de  ses  additions  personnelles  qui  nous 
ont  intéressé  le  plus  :  elles  appartiennent  à  la  théorie  des  caracté- 
ristiques. 

Le  théorème  de  M.  Chasles  qui  énonce  que  le  nombre  des  coni- 
ques d'un  système  de  caractéristiques  y.  et  v  qui  satisfont  à  une 
nouvelle  condition  (^)  s'exprime  par  la  formule  aa  +  ^Sv,  où  a  et 
j3  dépendent  seulement  de  la  nouvelle  condition,  a  été  trouvé  ori- 
ginairement par  une  sorte  d'induction.  Le  grand  nombre  de  cas  où 
la  loi  énoncée  s'était  confirmée,  et  le  défaut  de  cas  qui  v  fussent 
contraires,  ne  formaient  pas  toutefois  les  seules  raisons  qu'on  eût 
pour  l'adopter  :  elle  était  en  connexion  intime  avec  la  circonstance 
qu'il  est  toujours  possible  de  déterminer  les  nombres  dont  il  s'agit 
par  le  principe  de  correspondance,  applicable  toujours  à  la  déter- 
mination des  nombres  de  solutions  de  questions  qui  sont  exprimables 
algébriquement.  Il  semble  impossible,  en  effet,  de  parvenir  par  ce 
principe  à  des  expressions  d'une  autre  forme,  les  expressions  des 


('  )  f'oir  aux  pages  338-3/(1,  où  il  s'agit  d'un  théorème  t'ondamental  de  cette  théorie, 
et  où  l'auteur  renvoie,  pour  la  démonstration  complète,  à  un  Mémoire  de  M.  ISother. 
L'auteur  reviendra,  du  reste,  sur  les  mômes  équations  dans  la  Section  du  tome  II  où 
il  traitera  des  fonctions  abéliennes. 

{*)  Toutes  les  conditions  doivent  être  exprimulilcs  ul[;chritju('mcnl. 


i 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  lai 

nombres  des  seules  coniques  singulières  ayant  la  même  forme. 
Toutefois  ces  considérations  étaient  trop  vagues  pour  constituer 
une  démonstration  formelle.  11  était  donc  juste  que  les  géomètres 
s'intéressassent  vivement  aux  démonstrations  ingénieuses  de  Clebsch 
et  de  Halphen,  bien  que  même,  en  s'éloignant  beaucoup  des  consi- 
dérations dont  nous  venons  de  parler,  elles  devinssent  longues  et 
difficiles  à  suivre.  M.  Lindernann  a  réussi  à  établir  une  démonstra- 
tion algébrique  dont  la  simplicité  correspond  à  celle  du  théorème  et 
des  considérations  sur  le  principe  de  correspondance  qui  y  ont 
conduit. 

La  base  de  sa  démonstration  est  le  lemme  suivant,  grâce  auquel 
il  a  égard  à  toute  sorte  de  représentations  algébriques  : 

«  Lorsqu'un  système  d'équations  (entre  un  nombre  quelconque 
d'inconnues),  combiné  avec  une  équation  linéaire,  conduit  à  ^  solu- 
tions, il  conduit  à  ^^  solutions  si  on  le  combine  avec  une  équation 
du  degré  q\  el  ce  même  résultat  aura  lieu  aussi  dans  le  cas  où,  à 
côté  de  ces  solutions,  il  existe  un  nombre  simplement  infini  de 
solutions  identiques  (')  de  l'équation  linéaire  et  des  équations  du 
système  donné  (^).  « 

Ce  lemme  montre  que,  dans  un  système  de  coniques  représentées 
par  une  équation  ponctuelle,  il  y  en  a  y^).  qui  satisfont  à  une  condition 
donnée,  y  étant  un  nombre  dépendant  de  celle-ci.  Or  il  est  impos- 
sible de  représenter  complètement  de  cette  manière  les  X  (  =  2  v  —  fx  ) 
coniques  infiniment  aplaties.  Le  nombre  trouvé  peut  donc  com- 
jirendre  ces  coniques  (3  fois,  et  le  nombre  de  solutions  propres  se 
réduira  à  yj^ — (3À  =  fl;a-}-{3v. 

M.  Lindernann  démontre  aussi  le  théorème  trouvé  par  induc- 
tion par  M.  Cremona,  sur  le  nombre  de  coniques  soumises  à  une 
condition  double  et  une  condition  triple.  Sa  démonstration,  qui 


(')  C'est-à-dire  indépendantes  des  coefficients  de  l'équation  linéaire. 

(')  Il  est  essentiel  que  la  démonstration  de  ce  lemme  s'applique  aussi  aux  cas  où 
il  n'est  pas  possible  de  réduire  le  nombre  des  équations  à  celui  des  quantités  qu'elles 
servent  à  déterminer.  On  a  aussi  ailleurs,  dans  le  Livre,  égard  à  cette  espèce  de  dé- 
termination, dont  les  exemples  les  mieux  connus  sont  les  déterminations  de  groupes 
de  points  et  de  courbes  gauches,  qui  ne  sont  pas  des  intersections  complètes.  Le  lemme, 
qui  peut  avoir  beaucoup  d'applications,  et  même  sa  première  partie,  conduisent 
immédiatement  à  la  démonstration  complète  du  théorème  qu'une  courbe  gauche 
d'ordre  m  rencontre  une  surface  d'ordre  n  en  mn  points. 
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(liiïère  de  celle  de  M.  Halphen,  à  un  seul  des  moyens  employés 
près,  est  aussi  très-simple. 

Il  est  très-difficile  d'affirmer  qu'en  des  démonstrations  de  cette 
espèce  il  ne  reste  plus  aucun  point  faible;  mais,  en  tout  cas,  nous 
croyons  que  la  voie  choisie  est  bonne,  quand  même  il  y  aurait  dans 
le  détail  encore  quelque  précaution  à  avoir  ou  quelque  expression 
à  corriger  ( * ) . 

On  trouve  aussi  des  remarques  intéressantes,  mais  qui  ne  pré- 
tendent pas  à  être  complètes,  sur  les  raisons  algébriques  des  difïe- 
rentes  propriétés  des  systèmes  de  courbes  d'ordre  supérieur  qui  se 
sont  présentées  à  l'application  du  principe  de  correspondance. 

Je  termine  cette  analyse  en  faisant  remarquer  que  l'exposition  est 
naturelle,  simple  et  ordinairement  facile  à  suivre,  et  que  le  texte 
est  accompagné  de  renvois  bibliographiques.  H.   Z. 


SANDS  (Rear-Admiral  B.-F.),  U.  S.  N.  Siiperintendent.  —  Astronomical  and 
Meteorological  Observations  made  diiring  the  Years  1871  and  187'^  at  the 
United-States  Naval  Observatory.  —  Washington,  1873-1874,  2  voL  in-4"', 
I020-558  p. 

Depuis  l'année  i845,  l'Observatoire  de  Washington  publie  régu- 
lièrement ses  observations  dès  qu'elles  sont  réduites.  Cette  publi- 
cation, qui  forme,  pour  chacune  des  dernières  années,  un  volume  de 
600  à  1000  pages,  contient  d'ordinaire,  indépendamment  des  obser- 
vations courantes,  un  certain  nombre  d'Appendices.  Le  premier 
des  deux  volumes  que  nous  analysons,  publié  en  iSyS,  est,  sous  ce 
rapport,  d'une  étendue  et  d'une  importance  exceptionnelles. 

La  première  Partie  renferme  les  observations  laites  en  1871  au 
cercle  méridien,  à  l'instrument  des  passages,  au  mural  et  à  l'équa- 
torial.  Chacune  des  séries  d'observations  est  précédée  d'une  des- 
cription détaillée  de  l'instrument  coi'respondant  et  des  appareils 


(')  Nous  en  avons  môme  trouvé  un  exemple.  L'auteur  dit,  à  la  page  /|o5  :  «  que 
les  nombres  ■/  et  <?  ne  dépendent  que  de  la  série  Rj,  c'est-à-dire  de  la  série  co'.  » 
Cette  conclusion  n'est  pas  juste,  ce  que  nous  ne  relevons  que  pour  faire  remarquer 
que  la  faute  est  facile  à  corriger,  sans  qu'il  en  résulte  aucune  conséquence  pour  les 
conclusions  suivantes. 
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accessoires,  tels  que  collimateurs, horloges  sidérales,  clironographes, 
baromètres,  thermomètres,  sympiézomètres.  On  y  a  joint  l'analyse 
détaillée  des  procédés  d'observations,  des  grossissements,  des  inter- 
valles des  fils,  des  dispositions  micrométriques.  Enfin  on  a  donné 
le  tableau  des  formules  et  des  constantes  que  l'on  a  employées  pour 
le  redressement  des  erreurs  de  colllmation,  de  niveau  et  d'azimut 
ainsi  que  pour  les  corrections  nécessitées  par  les  erreurs  de  division, 
par  la  flexion  des  lunettes,  etc.,  etc.  Cette  première  Partie  contient 
en  outre  les  observations  météorologiques  de  1 87 1 . 

Le  volume  est  complété  par  quatre  Appendices  relatifs  surtout 
à  des  observations  arriérées  et  dont  le  titre  suffit  à  indiquer  l'im- 
portance : 

Le  premier  donne  les  zones  d'étoiles  observées  au  cercle  méridien 
dans  les  années  1847-1849- 

Le  deuxième  donne  le  résultat  des  observations  faites  au  mural  et 
à  l'instrument  des  passages,  de  i853  à  1860  inclusivement. 

Le  troisième  contient  le  Catalogue  des  étoiles  observées  de  i845 
à  1871. 

Le  dernier  enfin,  dû  à  M.  le  professeur  ]Nourse,  attaché  à  l'Obser- 
vatoire, contient  l'histoire  détaillée  de  cet  établissement  depuis  son 
origine,  et  le  recueil  de  toutes  les  pièces  officielles  qui  se  rapportent 
à  sa  construction  et  à  ses  progrès.  C'est  l'analyse  de  ce  Mémoire 
qui  nous  parait  devoir  intéresser  particulièrement  nos  lecteurs,  au 
moment  où  l'on  s'occupe  de  développer  les  établissements  astrono- 
miques de  la  France. 

C'est  le  23  mars  1810  que  l'on  trouve,  dans  la  législation  amé- 
ricaine, la  première  trace  d'une  préoccupation  relative  à  l'Astro- 
nomie. Lu  député,  M.  Pitkin,  expose  à  la  Chambre  des  représen- 
tants la  nécessité ,  pour  les  Etats-Unis ,  d'avoir  un  méridien 
indépendant  5  il  donne,  dans  son  Piapport,  la  longitude  approchée 
de  Washington  calculée  par  l'astronome  américain  Lambert,  d'après 
une  occultation  d'Alcjone  par  la  Lune,  et  il  demande  que  ces 
recherches  soient  poursuivies  et  développées.  Ce  Rapport  est 
renvoyé  à  une  première  Commission,  puis  à  une  seconde,  qui,  en 
janvier  181 1,  transmet  l'adaire  au  fameux  3Ionroe,  alors  ministre 
d'État. 

Au  bout  de  dix-huit  mois,  en  juillet  181 2,  Monroefait  connaître 
son  avis  à  la  Chambre  ;  il  étend  l'idée  de  Lambert,  et  conclut  à  la 
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nécessité  d'élever  en  Amérique  un  grand  Observatoire.  Un  Rapport 
favorable  du  D""  Mitcliell  est  suivi  d'un  vote  conforme.  Mal- 
heureusement, le  texte  du  bill  disparait  dans  l'incendie  du  Capi  - 
tôle  de  1814.  Le  projet  est  cependant  renvoyé  à  une  Commission 
des  deux  Chambres  réunies  \  mais,  par  un  nouveau  contre-temps, 
les  px'éoccupations  de  la  guerre  le  font  oublier  jusqu'en  i8i5.  A  la 
paix,  l'affaire  est  reprise^  mais  le  gouvernement  ajourne  toute  déci- 
sion, sous  prétexte  que  le  bill  n'a  été  voté  que  par  la  Chambre  des 
représentants  et  n'a  pas  été  soumis  au  Sénat. 

Ce  n'est  qu'en  novembre  18 18  que  Lambert,  un  peu  découragé, 
revient  à  la  charge,  mais  en  réduisant  considérablement  ses  préten- 
tions ;  il  ne  demande  plus  qu'un  Observatoire  soit  construit  immé- 
diatement*, il  se  contente  de  faire  présenter  par  le  député  JNelson 
un  troisième  Mémoire  réclamant  des  observations  supplémentaires 
pour  arriver  à  une  détermination  rigoureuse  de  la  longitude  de 
Washington  par  rapport  à  celle  de  Greenwich.  Grâce  à  de  nou- 
velles lenteurs,  il  n'obtient  gain  de  cause  qu'au  bout  de  trois  ans. 
Enfin,  en  1821,  il  est  chargé  par  le  Président  de  faire  lui-môme  les 
observations  nécessaires  :  il  détermine,  à  l'aide  de  bons  instruments 
venus  d'Europe,  de  nombreux  passages  de  la  Lune  au  méridien;  il 
profite  de  l'éclipsé  de  Soleil  du  27  août,  et,  après  avoir  fait  et  refait 
les  calculs  et  les  avoir  soumis  à  l'examen  des  savants  d'iVmérique 
et  d'Europe,  il  fixe  enfin  la  longitude  du  Capitole  à  76°  55'  10",  o5. 
Le  Président  transmet  ce  travail  au  Congrès,  en  renouvelant  la 
demande  d'un  Observatoire.  Une  Commission  est  nommée  et  fait 
son  Rapport,  mais  ce  Rapport  reste  enfoui  dans  les  cartons  :  on  n'a 
pu  en  retrouver  la  trace  \  il  a  probablement  disparu  dans  l'incendie 
de  la  bibliothèque  du  Congrès,  en  i85i. 

On  voit  que  quinze  années  d'elforts  étaient  restées  inutiles. 
En  1825,  on  put  reprendre  quelque  espoir.  Le  premier  message  du 
Président  Adams  faisait  ressortir,  dans  un  magnifique  langage,  la 
nécessité  de  l'instruction  supérieure  et  de  la  Science  pour  la  gran- 
deur d'un  peuple 5  il  demandait  instamment  la  fondation  d'une 
puissante  Université  nationale,  et,  comme  conséquence,  la  création 
d'un  Observatoire  de  premier  ordre  :  a  11  n'existe  pas  »,  disait-il,  «  un 
seul  établissement  astronomique  sur  toute  la  surlace  de  l'Amérique, 
tandis  que  l'Europe  en  compte  i3o,  pour  une  étendue  beaucoup 
moindre.  «  Le  major-général  Malcomb,  chef  du  génie,  déposa,  le 
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i8  mars  1826,  sur  cette  partie  du  message,  un  Rapport  détaillé  qui 
montrait,  pour  la  première  fois,  une  étude  sérieuse  de  la  (question. 
Ce  Rapport  était  accompagné  d'une  lettre  du  major  Kearney,  qui 
proposait  un  plan  général  fondé  sur  l'examen  approfondi  des  Obser- 
vatoires les  plus  parfaits,  ceux  de  Greenwicli,  deWilna,  de  Berlin, 
de  Poulkova,  de  Dublin,  etc.  Le  projet,  après  deux  lectures,  fut 
renvoyé  à  une  Commissiondes  deux  Chambres:  mais  il  fut  enterré 
à  son  tour  sousTindillérence  des  représentants,  et  l'on  n'en  retrouve 
plus  aucune  trace  dans  la  suite  des  débats  législatifs. 

Cette  indidérence  persista  sous  les  successeurs  d'Adams.  A  part 
deux  nouvelles  tentatives  aussi  infructueuses  que  les  précédentes, 
faites  en  i83o  et  en  i835,  il  n'y  a  plus  rien  à  signaler  jusqu'à  la 
session  de  1841-1842. 

Mais,  tandis  que  la  question  s'agitait  ainsi  vainement  devant  les 
assemblées  politiques,  un  véritable  Observatoire  se  fondait  silen- 
cieusement avec  les  origines  les  plus  modestes. 

L'influence  du  lieutenant  Goldsborougli,  aujourd'hui  contre- 
amiral,  avait  fait  décréter,  en  i83o,  la  création  à  Washington  d'un 
dépôt  de  cartes  et  d'instruments.  M.  Goldsborough  réunit  dans  un 
local  provisoire  des  chronomètres,  des  sextants,  des  théodolites 
qu'il  fit  venir  de  New-York.  Il  y  ajouta  plus  tard  un  instrument  des 
passages  du  prix  de  4o  guinées,  dont  il  se  servit  pour  quelques 
observations  courantes. 

M.  Goldsborough  fut  remplacé,  en  1 833,  par  le  lieutenant  Wilkes 
qui  transporta  l'établissement  sur  la  colline  du  Capitole.  Ce  marin, 
passionné  pour  l'Astronomie,  établit  à  ses  frais  des  instruments  de 
Troughton  ;  mais  il  n'y  eut  pas  d'observations  régulières  jus- 
qu'en i838,  époc[ue  à  laquelle  M.  Wilkes  partit  pour  acheter  en 
Europe  des  instruments  destinés  à  un  voyage  d'exploration.  Pen- 
dant ce  voyage,  son  ami  Gillis  à  Washington  et  M.  Bond  à  Bostou 
firent  des  observations  correspondantes  de  culniinations  lunaires^ 
ils  y  joignirent  des  observations  magnétiques  (;t  météorologiques. 

A  mesure  que  le  travail  avançait,  l'insullisance  de  l'établissement, 
les  défauts  de  l'instrument  des  passages,  etc.,  devenaient  plus  mani- 
festes, et  plus  urgente  aussi  la  nécessité  de  construire  un  Observa- 
toire régulier.  Cet  Observatoire  devint  en  effet,  sous  le  nom 
modeste  de  Dépôt  permanent,  l'objet  d'une  demande  de  crédit  de 
ars  .  Une  visite  de  la  Commission  à  l'établissement  suflit 
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à  convaincre  les  plus  sceptiques,  et  un  petit  événement  astrono- 
mique, l'observation  de  la  comète  d'Encke,  faite  par  M.  Gillis  à 
l'aide  d'une  faible  lunette  de  3  y  pouces,  entraîna  enfin  le  vote  du 
Congrès.  Peut-être  quelques-uns  des  votants  furent-ils  décidés  par 
l'intérêt  qu'ils  portaient  aux  questions  météorologiques.  On  trouve, 
en  eifet,  dans  le  Rapport  du  Secrétaire  de  la  Marine,  cette  phrase 
mémorable  à  tous  égards  :  «  Si  la  théorie  du  professeur  Espy  est 
exacte,  le  moment  n  est  pas  éloigné  où  Von  pourra  prédire 
V heure  précise  de  l'arris^ée  d'une  tempête.  « 

Ce  vote  important  eut  lieu  dans  la  session  de  1 841-1842,  c'est-à- 
dire  dans  la  session  même  où  le  même  Congrès  rejetait  une  nou- 
velle proposition  d'Adams,  relative  à  la  construction  d'un  établis- 
sement officiellement  décoré  du  nom  d'Observatoire.  Adams,  en 
effet,  n'avait  jamais  interrompu  ses  efforts.  Il  les  avait  redoublés 
lorsqu'il  fut  porté  à  la  présidence  de  la  Commission  chargée  de 
régler  l'emploi  du  fameux  legs  Smithson.  Il  proposa  alors  d'en 
affecter  les  sept  premières  annuités  à  la  création  d'un  Observa- 
toire, à  l'achat  d'instruments  et  de  livres,  à  un  ionds  d'appointe- 
ments pour  des  astronomes,  à  l'entretien  de  chaires  qui  ne  fussent 
(c  ni  des  sinécures,  ni  des  fauteuils  de  moines  ».  Il  voulait  un  monu- 
ment sans  rival  et  qui  surpassât  même  les  splendeurs  de  Pouikova. 
Son  Rapport,  dans  lequel  la  passion  scientifique  se  mêle  incessam- 
ment aux  idées  religieuses,  est  un  véritable  modèle  d'éloquence. 
Cependant  ses  demandes  ne  furent  pas  définitivement  adoptées  ; 
mais  les  débats  dont  elles  furent  l'objet  ne  restèrent  pas  sans 
infiuence  sur  le  vote  du  dépôt  d'instruments  qui  allait  devenir  un 
véritable  Observatoire. 

Le  23  novembre  i843,  en  eftet,  le  lieutenant  Gillis  proposa  an 
Département  de  la  Marine  un  plan  mûrement  examiné  par  nombre 
de  savants  d'Amérique  et  d'Europe.  Un  bill  du  Congrès  autorisa  le 
Président  à  élever,  sous  son  vrai  nom,  l'Observatoire  sur  un  terrain 
public  du  district  de  Colombie  placé  sur  la  rive  sud  du  Potomac.  Ce 
terrain  avait  joué  un  rôle  dans  l'histoire  des  Etats-Unis.  En  1 755,  le 
général  Braddock  y  avait  campé  dans  sa  marche  contre  le  fort  Du- 
quesne.  Plus  tard,  en  ijpS,  Washington  avait  proposé  de  l'affecter 
à  une  Université  nationale.  Plus  tard  encore,  eu  i8i3  et  18145 
il  avait  été  occupé  par  une  partie  de  l'armée  américaine  dans  la 
défense  de  la  ville  contre  le  général  Ross  et  l'amiral  Cockburn. 
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En  février  i843,  Masoii  fit  un  Tlapj5ort  au  Sénat  sur  les  construc- 
tions qui  venaient  d'être  achevées  d'après  les  plans  de  Gillis.  Ces 
<  onstructions  répondaient  à  tous  les  besoins  delà  Science  moderne. 
Les  instruments  méridiens  en  particulier  avaient  été  installés  avec 
soin  ^  ils  reposaient  sur  un  massif  de  maçonnerie  de  6  pieds  de 
profondeur.  L'Observatoire  possédait  : 

Un  réfracteur  astronomique  ; 

Une  lunette  méridienne  j 

Une  lunette  de  premier  vertical  ; 

Un  cercle  mural  ; 

Un  clierclieur  de  comètes  5 

Des  instruments  magnétiques  5 

Des  instruments  météorologiques  ; 

Enfin  divers  petits  instruments  provenant  de  l'ancien  dépôt. 

Le  premier  directeur  officiel  de  l'Observatoire  fut  l'illustre  Maury, 
qui  resta  à  sa  tète  de  i844  à  1861,  c'est-à-dire  jusqu'au  moment  où 
il  prit  le  parti  du  Sud  contre  le  jNord. 

Dès  l'année  1846,  Maury  réclamait  des  agrandissements;  il  fai- 
sait remarquer  que  les  zones  de  Bessel  et  le  Catalogue  des  étoiles 
doubles  de  Struve  ne  dépassaient  pas  le  i5^  degré  de  latitude  aus- 
trale. La  position  de  Washington  lui  permettait  d'étendre  le  travail 
à  10  degrés  plus  au  sud.  Maury  proposait  donc  d'entreprendre  cette 
extension,  en  commençant  par  les  régions  célestes  les  plus  aus- 
trales :  on  indiquerait  la  couleur,  la  position  et  la  grandeur  de 
chaque  étoile  ;  mais,  comme  il  aurait  fallu  un  siècle  avec  les  moyens 
actuels,  il  était  nécessaire  de  les  augmenter  considéi'ablement.  En 
attendant,  l'Observatoire  entreprit  le  Catalogue  des  étoiles  au-des- 
sus des  9-10^  grandeurs,  en  affectant  à  ce  travail  trois  de  ses  instru- 
ments fondamentaux. 

Ces  recherches  furent  continuées  jusqu'en  18495  mais  les  calcu- 
lateurs se  trouvèrent  bientôt  en  retard  sur  les  observateurs,  de  sorte 
que  la  jiremière  partie  des  résultats  ne  fut  publiée  qu'en  1860; 
une  autre  vient  de  l'être  dans  le  volume  même  que  nous  analysons; 
la  dernière  partie  est  sous  presse  (  1872). 

Cependant  le  premier  volume  des  publications  de  l'Observatoire 
parut  en  1846  ;  il  renfermait  les  observations  courantes  de  i845.  Il 
fut  bientôt  suivi  du  second  volume,  dans  lequel  on  trouve,  indépen- 
damment du  travail  courant,  un  Mémoire  relatif  à  l'identification 
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de  Neptune  avec  une  étoile  du  Catalogue  de  Lalande  de  179'J. 
Aussitôt  après  la  découverte  de  Neptune,  un  astronome  de  l'Obser- 
vatoire, Walker,  avait  entrepris  de  rectifier  les  éléments  de  son 
orbite  en  profitant  des  anciennes  observations  dans  lesquelles  cette 
planète  aurait  pu  être  inscrite  comme  étoile  télescopique.  A  cette 
lin,  il  releva,  dans  le  Catalogue  de  Lalande,  une  liste  de  quatorze 
étoiles  très-voisines  des  positions  que  Neptune  avait  pu  occuper 
en  1793,  et  il  donna  cette  liste  à  son  collègue  Hubbart,  chargé  de 
l'équatorial.  Celui-ci  s'aperçut  bientôt  qu'une  de  ces  étoiles  avait 
disparu  ;  en  admettant  qu'elle  marquât  une  ancienne  position  de 
la  planète,  Walker  parvint  le  premier  à  calculer  une  orbite  très- 
approchée  et  à  construire  une  éphéméride  deux  ans  à  l'avance. 

11  n'y  a  rien  de  particulier  à  dire  sur  les  observations  de  1847 
à i85o. 

Au  reste,  l'x^stronomie  était  devenue  graduellement,  sous  l'in- 
iluence  des  idées  de  Maury,  une  occupation  secondaire  de  l'Obser- 
vatoire. Le  directeur  et  la  plupart  de  ses  aides  étaient  absorbés  par 
le  travail  des  cartes  des  vents  et  des  courants.  Dès  le  premier  volume 
des  Annales,  relatif"  au  travail  de  i845,  une  part  importante  est  faite 
à  l'exposition  des  théories  atmosphériques.  En  1846,  i847et  1848,  un 
nombre  toujours  croissant  de  navires  est  occupé  aux  observations 
des  vents,  des  courants,  du  baromètre  et  du  thermomètre.  De  1849 
à  i86"i,  le  corps  entier  de  la  Marine  est  employé  à  ce  travail  d'en- 
semble. On  sait,  du  reste,  quels  ont  été  les  admirables  résultats  de 
ces  gigantesques  recherches,  et  l'astronome  le  plus  détaché  des 
choses  de  la  terre  ne  saurait  se  plaindre  de  voir  consacrées  à  cet 
objet  unique  toutes  les  ressources  d'un  grand  établissement  scienti- 
fique. Les  travaux  d'Astronomie  pure  ne  sont  pas  cependant  abso- 
lument interrompus.  C'est  ainsi  que  Ferguson  découvre  trois 
planètes,  Euphrosyne,  Virginie  et  Echo,  tandis  que  le  professeur 
Yarnall  construit  un  Catalogue  de  10  000  étoiles.  Ce  Catalogue  est 
actuellement  sous  presse. 

Le  successeur  de  Maury  fut  le  lieutenant  Gillis,  l'un  des  fonda- 
teurs de  l'Observatoire.  Gillis  reprit  les  idées  qui  avaient  présidé 
à  l'origine  des  travaux.  Dans  l'introduction  du  volume  relatif 
à  1861,  il  donne  le  détail  des  observations  arriérées,  et  il  prend  les 
mesures  nécessaires  pour  en  effectuer  promptement  la  réduction  et 
la  publication.    Ce   même  volume   contient    en    supplément  une 
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discussion  de  Newcomb  qui  fixe  la  longitude  de  Washington  à 
ghgmj  js^g  O.  de  Greenwicli,  ainsi  que  des  dessins  représentant  la 
comète  II,  1862,  cà  sa  pliase  la  plus  brillante,  et  la  planète  Mars  à 
son  opposition. 

On  trouve  dans  le  volume  suivant  une  recherche  de  la  parallaxe 
solaire  par  les  oppositions  de  IMars,  et  de  nouveaux  éléments  de 
TSémausa.  Le  volume  est  complété  par  un  ensemble  de  1 1  000  obser- 
vations de  toute  nature,  parmi  lesquelles  on  remarque  des  mesures 
diiîérentielles  de  3g  étoiles  des  Pléiades. 

Gillis  mourut  subitement  le  9  février  i865,  le  jour  même  où 
l'on  obtenait  à  Washington  la  parallaxe  solaire  par  la  comparaison 
des  observations  simultanées  faites  à  2000  lieues  de  distance,  au 
Chili  et  aux  Etats-Unis,  dans  les  deux  Observatoires  dont  il  était 
le  principal  auteur.  11  avait,  depuis  deux  ans,  insisté  fortement  sur 
la  nécessité  de  réformer  les  instruments  trop  faibles  de  l'Observa- 
toire 5  sur  yS  petites  planètes  alors  connues,  les  trois  quarts  étaient 
pour  eux  hors  de  portée.  Aussi  Gillis  avait-il  demandé  et  obtenu 
un  cercle  méridien  beaucoup  plus  puissant  que  les  anciennes 
lunettes.  Ce  cercle  ne  fut  installé  qu'après  sa  mort,  par  son  succes- 
seur, le  contre-amiral  Davis. 

Pendant  les  deux  années  de  sa  direction,  de  1860  à  1867,  Davis 
s'occupa  surtout  de  la  réduction  des  observations  météorolo- 
giques faites  depuis  1842,  et  des  travaux  de  nivellement  nécessaires 
pour  les  plans  du  canal  ou  des  chemins  de  fer  interocéaniques.  Le 
volume  qu'il  publia  en  i865  contient  en  outre  une  recherche  de  la 
distance  du  Soleil. 

Depuis  le  8  mai  1867,  la  direction  de  l'Observatoire  est  confiée 
au  contre-amiral  Sands  qui,  continuant  les  efforts  de  ses  prédéces- 
seurs, en  a  fait  un  des  premiers  Observatoires  du  monde.  Le  cercle 
méridien  dont  nous  venons  de  parler  a  été  installé  dans  une  nou- 
velle salle  d'observation  dont  les  parois,  de  fer  étamé  d'un  pouce 
d'épaisseur,  sont  protégées  des  rayons  du  Soleil  par  une  légère 
armature  de  bois,  d'où  résulte  une  grande  égalité  de  température. 
Bien  d'autres  perfectionnements  ont  été  introduits  dans  l'outillage 
ancien^  mais  le  progrès  de  beaucoup  le  plus  considérable  a  été  la 
construction  d'un  réfracteur  de  26  pouces  anglais  d'ouverture,  le 
plus  puissant  peut-être  des  instruments  astronomiques  connus.  Ce 
télescope,  objet  d'un  crédit  de  ooooo  dollars,  indépendamment 
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d'une  tour  et  d'un  dôme  appropriés  à  son  usage,  a  été  construit 
par  M.  Alvan  Clarck.  Il  est  à  monture  équatoriale  allemande,  mar- 
chant à  l'aide  d'un  mouvement  d'horlogerie,  très-facile  à  mouvoir, 
et  conservant  néanmoins  un  équilibre  parfait  dans  toutes  les  posi- 
tions 5  il  est  armé  de  cercles  divisés,  lus  chacun  par  deux  micio- 
scopes,  à  la  seconde  pour  les  mesures  d'ascension  droite,  au  -j^  de 
minute  d'arc  pour  celles  de  déclinaison^  il  est  muni,  en  outre,  d'un 
grand  nombre  d'oculaires  et  de  cercles  micrométriques,  d'un  micro- 
mètre filaire,  d'un  micromètre  à  double  image  d'Airy  et  d'un 
spectroscope.  L'objectif, .terminé  en  1872,  parait  excellent. 

En  môme  temps  que  l'Observatoire  augmente  ses  richesses  en 
instruments  et  en  livres,  ses  Annales  prennent  une  importance 
croissante.  Dans  les  volumes  publiés  de  i86y  à  1871,  on  trouve, 
indépendamment  du  travail  régulier  d'observation  et  de  la  construc- 
tion des  Catalogues,  un  grand  nombre  de  déterminations  de  longi- 
tudes, une  étude  de  la  pluie  météorique  du  i4  novembre  i86j,  une 
discussion  du  cyclone  des  29  et  3o  octobre  de  la  même  année,  un 
travail  de  M.  Hall  sur  les  étoiles  de  la  Crèche,  le  commencement 
de  la  révision  des  Tables  de  la  Lune  par  M.  New^comb,  avec  une  nou- 
velle méthode  pour  le  calcul  des  perturbations  produites  par  les 
planètes,  un  granduombre  d'observations  d'astéroïdes  et  de  comètes, 
des  calculs  d'orbites,  une  série  de  mesures  relatives  au  Compagnon 
de  Sirius,  etc.,  etc. 

En  outre,  les  astronomes  prennent  une  part  de  plus  en  plus 
active  aux  expéditions  lointaines  qui  se  sont  multipliées  dans  ces 
dernières  années.  Lors  de  l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  y  août  1869, 
ils  se  rendent  les  uns  dans  l'Iovva,  les  autres  dans  le  Tennessee. 
L'année  suivante,  le  22  décembre  1870,  des  commissions  viennent 
observer  une  nouvelle  éclipse  totale  visible  en  Europe.  M.  Newcomb 
s'installe  près  de  Gibraltar,  tandis  que  MM.  Hall,  Harkness  et 
Eastman  choisissent  la  station  de  Syracuse.  Ce  sont  ces  expéditions 
américaines  qui,  les  premières,  ont  constaté  la  présence  de  trois  raies 
brillantes  dans  le  spectre  de  la  couronne  et  établi  par  là  la  réalité 
de  ce  phénomène*,  on  sait  que  cette  observation  a  été  plus  tard 
confîiunée  par  M.  Janssen.  Enlin,  grâce  à  la  libéralité  du  Congrès 
qui  comprend  de  plus  en  plus  l'imijortance  des  études  scientifiques, 
un  crédit  de  iSoooo  dollars  est  aifecté  à  l'observation  du  passage 
devenus,  et  l'on  décide,  en  1872,  l'organisation  de  huit  stations 
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qui  doivent  surtout  employer  les  procédés  photographiques.  On 
choisit,  au  nord,  le  Japon,  la  Chine  et  les  îles  voisines  5  au  sud,  la 
Nouvelle-Zélande,  les  îles  Chataui,  la  Tasmanie  et  peut-être  Ker- 
guelen.  Chaque  station  doit  se  composer  d'un  asUonome,  d'un 
adjoint  et  de  plusieurs  aides  photographes. 

On  voit,  d'après  ce  résumé  historique,  que,  parti  des  plus  hum- 
bles origines  et  se  développant  peu  à  peu,  grâce  à  la  persévérance 
de  ses  directeurs  et  à  l'esprit  de  plus  en  plus  libéral  des  législatures 
américaines,  l'Observatoire  de  Washington  marche  aujourd'hui  de 
pair  avec  les  plus  grands  Observatoires  de  l'ancien  continent. 

G.  L. 


GÛNTHER  (D''  Siegmund),  Privaldocenl  am  Konigl.  Polytechnikumzu  Miinchen 
—  Leiirbuch  der  Determinantex-Tiieorie  flu  Stldiuende.  —  Erlangen, 
1875,  Ed.  Besold.  i  vol.  iii-S",  Yui-237  p. 

En  Allemagne,  comme  en  Italie,  en  Angleterre  et  en  France, 
divers  Ouvrages  ont  été  consacrés  à  la  théorie  des  déterminants. 
Parmi  ces  derniers,  l'un  des  plus  récents  vient  d'être  publié  par 
M.  le  D"^  S.  Gûnther  sous  le  titre  que  nous  venons  d'indiquer. 

Il  se  divise  en  neuf  Chapitres,  dont  nous  allons  donner  l'a- 
nalyse. 

Chapitre  I.  —  Ce  Chapitre,  un  des  plus  importants,  renferme 
V aperçu  historique  des  progrès  de  cette  théorie.  Nous  ne  pouvons 
en  présenter  ici  qu'un  résumé  rapide,  attendu  que  dans  les  Cha- 
pitres suivants  de  nombreux  articles  sont  encore  consacrés  à  cet 
intéressant  sujet. 

1.  Invention  de  l'Algèbre  par  Viète.  Première  application  de  l'Algèbre.  Pre- 

mière conception  d'une  notation  symbolique  venue  à  l'esprit  de  Leibnitz. 

2.  Débuts  de  Leibnitz  dans  cotte  voie.  Remarque  de  Leibnitz  sur  l'harmonie 

des  symboles.  Règle  de  résolution  d'un  système  d'équations  linéaires.  Dis- 
cussion entre  Leibnitz  et  le  marquis  de  l'Hospital. 

3.  Recherches  de  Cramer.  Notation  proposée.  Sa  méthode  pour  trois  équations 

linéaires,  étendue  à  un  nombre  n  quelconque.  Recherches  d'Euler  sur  les 
fractions  continues.  Notation  spéciale. 

4.  Recherches  de  Bézout  sur  le  problème  de  l'élimination,  proposé  par  Euler, 

et  sur  le  degré  de  l'équation  finale  (1764). 

9- 
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5.  Première  notation  des  déterminants,  duc  à  Vandermonde  (1771),  permet- 

tant de  formuler  la  décomposition  d'un  déterminant  d'ordre  n  en  n  dé- 
terminants d'ordre  («—1),  affectés  alternativement  du  signe  -t-  et  du 
signe  — .  Résolution,  à  l'aide  des  mêmes  symboles,  des  systèmes  li- 
néaires, —  Le  problème  de  jeu  d'échecs,  connu  sous  le  nom  de  Course 
du  cavalier,  a  donné  à  Vandermonde  l'idée  d'un  déterminant  cubique. 

6.  Recherches  de  Laplace  (1772). 

7.  Caractères  spécifiques  des  méthodes  de  Laplace  et  de  Lagrange. 

8.  Recherches  des  analystes  allemands  (Hindenburg,  Rothe,  Hauber). 

9.  Notation  de  Gauss. 

10.  Travaux  de  Cauchy.  Mention  des  travaux  les  plus  récents. 

Chapitre  II.  —  Propriétés  générales  des  déterminants. 
\.  Définition  des  déterminants.  Exemples. 

2.  Transformations  des  indices  qui  laissent  les  déterminants  invariables. 

3.  Remplacement  de  deux  éléments  l'un  par  l'autre. 

4.  Permutation  de  deux  lignes  ou  colonnes. 

5.  Principes  de  la  théorie  des  déterminants  mincui-s. 

6.  Règle  générale  des  indices  pour  les  permutations  de  lignes. 

7.  Multiplication  d'un  déterminant  par  un  autre.  Notation. 

8.  Décomposition  d'un  déterminant  en  une  somme  algébrique. 

9.  Proposition  de  Studnicka:  un  déterminant  est  identiquement  nul,  lorsque 

le  rapport  des  différences  des  éléments  correspondants  de  deux  groupes 
de  deux  lignes  ou  colonnes  est  constant. 

40.  Expression  numérique  d'un  déterminant  au  moyen  de  ses  éléments. 

W.  Solution  du  problème  suivant,  déjà  étudié  par  Gauss  et  divers  mathémati- 
ciens: sur  un  échiquier  donné,  composé  de  04  cases,  placer  8  reines  de 
manière  qu'aucune  ne  soit  en  prise  par  les  sept  autres. 

-12.  Premier  sous -déterminant,  ou  déterminant  partiel.  Déterminant  mineur. 

■13,  14,  15.  Exposé  de  la  théorie  des  déterminants  partiels  d'ordre  supérieur. 

16.  Développement  d'un  déterminant  au  moyen  des  éléments  d'une  diagonale, 

de  la  forme  «„•-<-  3c^  en  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  de  x. 

17.  Proposition  de  Jacobi  sur  la  décomposition  générale  d'un  déterminant. 

18.  Théorème  de  Laplace. 

19.  Application. 

20.  Multiplication  de  deux  déterminants.  Règle  de  Cauchy  :  le  produit  de  deux 

déterminants  de  même  degré  est  un  déterminant  du  même  degré. 

21.  Application  à  un  exemple. 

22.  Généralisation  de  la  règle  de  Cauchy.  Règle  de  Jacobi. 

23.  24.  Différentielle  d'un  déterminant. 

25.  Définition  de  la  matrice  d'un  déterminant. 
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Chapitre  III.  —  Étude  de  détcrminonts  cV une  forme  particulière. 

\.  Cauchy,  le  premier,  a  remarqué  la  forme  symbolique  de  déterminant  pour 
exprimer  le  produit  des  différences,  autrement  dit,  \q  ternie  connu  de  Vé- 
quation  aux  différences. 

2.  Développement  de  cette  théorie,  d'après  Baltzer  et  Nagelsbach. 

3.  Notion  du  déterminant  culjoint. 

A.  Expression  de  ses  mineurs,  foTmulée  par  Borchardt. 

5.  Exemple  à  l'appui. 

6,  7.  Formation  et  application  des  déterminants  symétriques. 
8,  9.  Déterminant  orlhosy métrique.  Règles  de  formation. 

10.  Expression  d'un  certain  déterminant  orthosymétrique  formé  avec  les  coeffi- 

cients du  binôme. 

11.  Déterminants  doublement  orthosymétriques . 

12.  Déterminant  symétral  à  diagonale  c/-<7H5e  (Zehfuss,  Bessel,  Baltzer).  Cette 

fonction  a  été  appelée  déterminant  gauclie  symétrique  par  les  Français, 
déterminante  gobbo  par  les  Italiens.  Démonstration  de  Stem. 

43.  Demi-déterminant^  fonction  de  Pfaff.  Cas  particulier. 

li.  Déterminant  symétral  à  diagonale  pleine. 

Chapitre  IV.  —  Détemnnants  cubiques. 

1.  Première  notion  des  déterminants  cubiques,  attribués  à  Vandermonde.  Re- 

cherches de  Somof,  de  Zehfuss  et  des  savants  italiens. 

2.  Méthode  de  calcul  des  membres  isolés. 

3.  Transformations  qui  modifient  les  déterminants  cubiques  ou  qui  les  laissent 

invariables.  Propriétés  analogues  à  celles  des  déterminants  ordinaires. 

4.  Déterminants  mineurs  cubiques. 

5.  Leur  décomposition  en  sommes  de  déterminants  cubiques. 

6.  Analogue  du  théorème  de  Laplace. 

7.  Généralités  sur  les  déterminants  d'ordre  supérieur.  —  Cette  partie  de  l'Al- 

gèbre supérieure  a  été  étudiée  et,  pour  ainsi  dire,  fondée  par  Zehfuss. 

Chapitre  V.  —  Problème  de  Vélimination. 

1.  Déterminant  d'un  système  (Jacobi). 

2,  3.  Discussion  des  cas  d'indétermination  et  d'impossibilité  des  équations  gé- 

nérales. Condition  de  coexistence  des  équations  homogènes. 

4.  Solution  donnée  par  Hankel,  au  moyen  de  la  méthode  de  Leibnitz  et  de 

Cramer,  à  une  question  sur  le  calcul  des  quantités  complexes  proposée 
par  Gauss. 

5.  Élégante  méthode  de  Nagelsbach  pour  le  calcul  des  nombres  de  Bernoulli,  le 

nombre B^^_i  est  le  quotient  d'un  déterminant  par  3. 5. 7. .  .[%h-^\).-i-^-\ 
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6.  Recherches  de  Furstenau  sur  la  résolution  des  équations  du  degré  su- 

périeur. 

7.  Suites   récurrentes.   Définition   et   caractère   de  ces  suites.  Méthode  de 

Lieblein. 

8.  Méthode  de  Fiedler  pour  exprimer,  sous  forme  de  déterminant,  la  somme 

des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation. 

9.  Notion  et  définition  du  discriminant. 

iO.  Méthode  dialytifjite  de  Sylvesler  pour  l'élimination  d'une  même  inconnue 
entre  deux  équations  algébriques  quelconques  de  degrés  m  et  n.  Appli- 
cation à  deux  exemples. 

11,  12.  Élimination  entre  plus  de  deux  équations.  Exemples.  Détermination  des 
racines  imaginaires. 

13.  Élimination  entre  deux  équations  de  même  degré.  Application  au  cinquième 

degré. 

14.  Exposé  de  la  méthode  d'élimination  de  m  inconnues  entre  m  équations  dont 

une  est  quadratique,  les(w  — i)  autres  étant  linéaires,  problème  traité 
et  résolu  par  Versluys.  La  résultante  est  du  degré  {2//?  — i).  —  Gundel- 
finger  a,  dernièrement,  résolu  la  question  pour  deux  équations  quadra- 
tiques et  (w  —  2)  équations  linéaires. 

Chapitre  VI.  —  Déterminants  des  fractions. 

1.  La  possibilité  de  la  représentation  des  fractions  continues  sous  forme  de 

quotient  de  deux  déterminants  paraît  avoir  été  remarquée  d'abord  par 
Ramus;  puis  Spottiswoode  et  Heine  y  furent  aussi  conduits.  Ce  même 
sujet  vient  d'être  repris  par  Thiele  et  G.  Bauer. 

2.  Formation  du  numérateur  et  du  dénominateur. 

3.  Détermination  du  nombre  de  termes  du  numérateur  et  du  dénominateur. 

Application. 

4.  Proposition  fondamentale  sur  les  fractions  continues.  Démonstration  parles 

déterminants. 

5.  Cas  particuliers. 

6.  Fractions  continues  à  termes  périodiques. 

7.  Transformation  d'un  rapport  de  déterminant  en  fraction  continue. 

8.  Conversion  d'une  série  en  fractions  continues.  Exemple. 

9.  Autre  exemple  tiré  de  Nachreiner. 

10.  Fractions  continues  ascendantes.  —  Bien  que  déjà  découvertes  par  l'Arabe 
Al  Kasadi  et  connues  aussi  du  plus  grand  mathématicien  du  moyen  âge, 
Léonard  Fibonaci,  elles  sont  restées  entièrement  inaperçues  jusque  dans 
ces  derniers  temps.  Druckenmliller,  Heis,  Kunze,  et  tout  récemment 
Lembkes,  ont  entrepris  des  recherches  à  ce  sujet. 
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Chapitre  YII.  —  Applicalinns  géométriques. 

1.  2.  Surface  d'un  triangle  recliligne  en  fonction  des  coordonnées  des  som- 

mets ou  des  longueurs  des  côtés. 

3.  Volume  du  tétraèdre  en  fonction  des  coordonnées  des  sommets. 

4.  Détermination  des  axes  principaux  dune  surface  du  second  ordre.  Méthode 

deBauer  {voir  Salmon,  Alg.  sup.^  p.  29).  Réalité  des  racines  de  l'équa- 
tion en  S  (notation  française). 

5.  Intersection  d'une  conique  par  une  droite.  Condition  de  tangence.  (Voir 

Noav.  Ann.,  1^  série,  t.  VIII,  p.  106.) 

Chapitre  VIII.  —  Détcnnimints  fonctionnels. 
\.  Définition  du  dcterminant  fonctionnel owjacobien. 

2.  Applications. 

3.  Cas  des  fonctions  implicites  et  des  fonctions  composées. 

4.  Transformation  d'une  intégrale  multiple.  Applications  diverses.  Attraction 

d'une  sphère  sur  un  point  intérieur. 

A' 

5.  Méthode  de  Baltzer  pour  établir  la  formule  de  Gauss  —5  qui  indique  la  mc- 

sure  de  courbure  d'une  surface  en  un  point  M. 
G.  Emploi  des  déterminants  fonctionnels  dans  la  Géométrie  à  n  dimensions. 

7.  Définition  du  hessien. 

8.  Son  expression  pour  les  fonctions  homogènes. 

9.  Sa  signification  géométrique.  Application. 

10.  Emploi  du  hessien  dans  la  recherche  de  la  courbure  d'une  surface.  Défini- 
tion de  la  surface  de  Hesse  ou  hessienne.  Application  aux  surfaces  déve- 
loppables. 

Chapitre  IX.   —  Substitutions  linéaires. 

1.  Principe  des  substitutions.  Définition  du  module.  Application  à  trois  équa- 

tions de  plans. 

2.  Substitutions  orthogonales .  Déterminant  unimodulaire  de  Sylvester. 

3.  Conception  et  définition  des  invariants  et  des  corw/vo/^/i- d'après  Clebsch. 

4.  Applications.  Exemples  d'invariant  et  de  covariant.  Définition  du  covariant 

simultané  (Cayley  et  Gordan) . 

5.  Théorie  des  formes  bilinéaires  de  Weierstrass. 

6.  Application  aux  lignes  complexes  et  aux  coordonnées  pllickériennes. 

En  résumé,  l'Ouvrage  du  D""  Gûntlier  se  distingue,  comme  on 
le  voit,  par  le  grand  nombre  et  la  variété  des  a^^plications  nouvelles 
et  toutes  récentes  des  déterminants. 
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Tout  en  conservant  la  forme  de  précis  à  l'usage  des  étudiants,  il 
sera  susceptible  encore  de  quelques  développements,  surtout  en  ce 
qui  concerne  l'application  des  déterminants  aux  formes  algébri- 
ques, question  traitée  plus  en  détail,  dans  les  Leçons  de  G.  Salmon, 
que  la  tliéorie  des  déterminants  eux-mêmes. 

Il  serait  très-désirable,  de  toute  manière,  que  l'Ouvrage  du 
D''  Giinther,  plus  à  portée  des  commençants,  fût,  comme  ceux  de 
Baltzer  et  de  G.  Salmon,  traduit  dans  notre  langue.  Une  aussi  utile 
publication  ne  manquerait  pas  d'être  accueillie  avec  la  plus  grande 
faveur.  H.   B. 


HOEFER  (F.).  —  Histoire  des  Mathématiques,  depuis  leurs  origines  jusqu'au 
COMMENCEMENT  DU  xix^  SIÈCLE.  —  Paris,  Hachette,  1874.  i  vol.  grand  in-8°, 
602  p.  Prix  :  4  fr- 

Le  Bulletin  des  Sciences  matliématiqiies  et  astronomiques  a  pris 
pour  tàclie  de  signaler  à  ses  lecteurs  les  livres  qui  peuvent  rendre 
des  services  à  la  Science,  et  il  a  généralement  gardé  le  silence  sur 
les  ouvrages  auxquels  il  n'aurait  eu  que  des  critiques  à  adresser. 
Nous  croyons  cependant  devoir  nous  départir  aujourd'hui  de  cette 
réserve  à  propos  d'une  publication  dont  l'auteur,  connu  depuis 
longtemps  par  de  nombreux  et  utiles  travaux  d'histoire  scientifique, 
et  plus  à  portée  que  la  plupart  de  nos  compatriotes  de  consulter  les 
documents  parus  à  l'étranger,  se  présente  en  invoquant  le  patro- 
nage d'un  nom  vénéré  du  monde  savant,  et  faisant  admettre  son 
Livre  dans  une  Collection  historique  qui  renferme  tant  d'excellents 
volumes.  Joignons  à  cela  l'accueil  favorable  que  ce  Livre  a  trouvé 
dans  des  recueils  périodiques  estimés  et  répandus,  et  par-dessus 
tout  le  manque  absolu,  en  France,  d'ouvrages  élémentaires  récents 
sur  l'histoire  des  Mathématiques.  Toutes  ces  circonstances  réunies, 
en  favorisant  dans  notre  pays  la  diffusion  de  cet  Ouvrage,  en  font 
presque  un  livre  dangereux,  à  cause  des  graves  erreurs  qu'il  tend  à 
propager  dans  la  partie  du  public  qui  n'est  pas  à  portée  d'en  con- 
trôler les  assertions,  et  à  cause  aussi  de  la  défaveur  qui  rejaillirait 
sur  la  science  française,  si  le  pays  des  Chasles,  des  J.-J.-E.  Sédillot 
père,  des  Th. -H.  Martin  semblait  accepter  M.  Hoefer  comme  son 
représentant  actuel  dans  l'histoire  des  Sciences  exactes. 
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Lorsque  parut,  en  1738,  la  première  édition  des  Eléments  de  la 
Philosophie  de  Newton,  tout  le  inonde  sait  quelle  fut  la  fureur 
de  Voltaire  contre  l'éditeur,  qui  avait  ajouté  au  titre  ces  mots  : 
«  Mis  à  la  portée  de  tout  le  monde.  »  Il  en  est,  à  notre  avis,  de 
l'Histoire  des  Mathématiques  comme  des  théories  de  la  Philoso- 
phie naturelle.  Pour  la  lire,  comme  pour  l'écrire,  il  faut  remplir  à 
un  certain  degré  les  conditions  que  Platon  imposait,  dit-on,  à  ceux 
qui  sollicitaient  l'entrée  de  son  école.  Nous  ne  pouvons  donc  ad- 
mettre comme  praticable  le  dessein  qu'expose  M.  Hoefer  dans  son 
Avant-propos,  «  de  mettre,  par  les  leçons  de  l'histoire,  les  sciences 
les  plus  difficiles  en  apparence  à  la  portée  de  tous  les  esprits  ». 
Selon  lui,  si  cela  n'a  pas  été  fait  plus  tôt,  la  faute  en  est  à  la  «  rou- 
tine »,  dont  il  ne  cesse,  dans  tout  le  cours  de  son  Livre,  de  gour- 
niander  sévèrement  les  adhérents.  Nous  craignons  qu'il  n'ait 
quelquefois  confondu  la  routine  avec  la  science  sérieuse,  celle  qui 
n'a  pas  de  (c  chemin  royal  »,  et  quoique  l'absence  de  préjugés  lui 
semble  la  condition  la  plus  favorable  pour  saisir  le  véritable  esprit 
des  sciences  et  les  réinventer  au  Jjcsoin,  nous  persistons  à  préférer 
sous  ce  rapport  la  bonhomie  d'un  Ampère  à  l'astuce  d'un  chef 
de  tribu  sauvage  des  montagnes  Rocheuses. 

Dans  son  Livre  P"",  intitulé  :  «  Les  Origines  des  Mathématiques», 
M.  Hoefer  s'applique  surtout  à  montrer  comment  les  Mathéma- 
tiques pourraiejît  être  inventées  par  tout  homme  de  bon  sens,  et 
comment  elles  ont  du  être  inventées.  Il  préfère  généralement  la 
métaphysique  à  l'érudition,  bien  que  celle-ci  soit  pour  l'Histoire 
ce  que  l'expérience  est  pour  les  Sciences  physiques. 

Le  Livre  U  traite  des  Mathématiques  dans  l'antiquité.  Nous  y 
relèverons  surtout  les  attaques  de  l'auteur  contre  la  science  des 
Hindous,  qui  selon  lui  n'ont  été  que  des  plagiaires  et  des  mystifi- 
cateurs, dont  toute  la  science  ancienne  a  été  dérobée  aux  Grecs,  et 
qui  n'ont  eu  qu'à  traduire  en  vers  sanscrits  les  formules  découvertes 
par  Euler,  pour  les  présenter  ensuite  aux  Européens  comme  d'an- 
tiques produits  de  la  science  indienne.  C'eussent  été,  dans  tous 
les  cas,  des  mystificateurs  bien  pénétrants,  pour  des  gens  qui  ont 
abandonné  depuis  si  longtemps  la  culture  des  sciences,  et  dès  lors 
il  n'y  aurait  plus  rien  d'étonnant  à  ce  que  leurs  ancêtres,  à  l'époque 
de  leur  activité  intellectuelle,  eussent  fait  par  eux-mêmes  les  dé- 
couvertes qu'on  leur  attribue.  On  sait  d'ailleurs  que  de  nos  jours 
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les  Hindous  sont  le  peuple  le  mieux  doué  pour  le  calcul  numé- 
rique. Il  suffit  enfin  de  lire  les  Notes  de  V Aperçu  historique  et 
les  fragments  écrits  par  Hankel  pour  concevoir  de  la  science  in- 
dienne une  opinion  toute  différente  de  celle  que  M.  Hoefer  a  cru 
devoir  emprunter  à  M.  Sédillot  fils. 

Le  Livre  III  a  pour  titre  :  «  Les  Mathématiques  cliezles  Grecs  ». 
Une  partie  considérable  de  ce  Livre  est  consacrée  à  Pytliagore  et  à 
ses  idées  mystiques  sur  les  nombres.  Nous  trouvons  dans  cet  exposé 
quelques  faits  mêlés  à  beaucoup  de  conjectures  et  à  de  trop  fré- 
quentes inadvertances.  Ainsi  l'auteur  considère  les  nombres  2,  4 5 
16  comme  formant  une  progression  géométrique  dont  le  produit 
des  extrêmes  est  égal  au  carré  du  terme  moyen,  et  il  en  est  de  môme, 
selon  lui,  de  la  suite  «°,  a^,  «*,  «*, .  .  . ,  a^" .  Qu'est-ce  que  «  consi- 
dérer tous  les  cliangements  du  monde  comme  les  différentielles 
d'une  seule  et  même  intégrale  »  ?  On  a  peine  à  concevoir  un  pareil 
langage  dans  une  Histoire  des  Mathématiques.  Nous  pourrions  rem- 
plir des  pages  entières  de  citations  analogues.  Ainsi  selon  l'auteur 
(p.  118),  ((  le  produit  de  deux  nombres  non  carrés,  ou  non  réduC" 
tibles  à  des  carrés  (?)  n'est  jamais  un  carré,  lors  même  qu'un  des 
facteurs  serait  un  carré  »,  etc.,  etc. 

C'est  surtout  li  propos  de  Platon  que  M.  Hoefer  se  livre  tout 
entier  aux  considérations  métaphysiques.  Sous  ce  rapport,  son 
Ouvrage  est  peut-être  utile  aux  lecteurs  du  Timée.  Seulement  l'in- 
correction habituelle  d<î  l'expression  rend  assez  pénible  l'étude  de 
cette  partie  du  Livre. 

Dans  le  Livre  suivant,  l'auteur  passe  à  Euclide  et  à  ses  succes- 
seurs jusqu'à  la  fin  de  l'Ecole  d'Alexandrie. 

Le  Livre  V,  sous  le  titre  de  :  «  Période  de  transformation  »,  com- 
prend la  fin  des  écoles  grecques  et  les  travaux  des  Romains  et  des 
Arabes,  en  revenant  encore  sur  les  Hindous  à  propos  de  l'origine 
de  nos  chiffres,  quelque  bien  établie  que  semble  être  la  solution  gé- 
néralement adoptée  de  cette  question.  Il  passe  ensuite  aux  auteurs 
du  moyen  âge,  en  oubliant,  bien  entendu,  de  parler  du  plus  éminent 
géomètre  français  de  cette  époque,  Nicole  Oresme,  auquel  les  étran- 
gers ont  seuls  jusqu'ici  rendu  justice.  Au  moment  où  la  voix  d'un 
illustre  astronome  s'élève  au  sein  de  l'Académie  des  Sciences  pour 
réclamer  une  place  plus  large  en  faveur  des  savants  de  notre  pays, 
nous  ne  saurions  trop  déplorer  cet  oubli  d'une  de  nos  gloires  natio- 
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nales,dont  nos  bibliothèques  possèdent  des  manuscrits  encore  iné- 
dits et  extrêmement  précieux  pour  l'histoire  de  la  Science  et  de  la 
langue  française. 

Le  dernier  Livre,  qui  occupe  presque  la  moitié  du  volume,  est 
consacré  aux  temps  modernes.  La  partie  biographique  y  est  beau- 
coup plus  développée  que  la  partie  technique.  Celle-ci  laisse  sou- 
vent beaucoup  à  désirer, -témoin  le  passage  suivant  relatif  aux 
travaux  d'Huyghens  sur  les  développées  :  «  Ces  courbes  ont  des  pro- 
priétés particulières  appréciées  par  les  géomètres.  Dans  le  cercle, 
la  développée  est  un  point,  car  tous  les  rayons  concourent  au 
centre.  Dans  l'ellipse,  la  développée  est  une  courbe  à  quatre  points 
(5ic),  et  qui,  malgré  la  complication  de  son  équation,  est  parfaite- 
ment rectifîable  ;  elle  est  égale  à  quatre  fois  le  demi-paramètre  du 
petit  axe...  En  ajDpliquant  le  calcul  à  la  développée  de  la  parabole 
ordinaire,  il  (Huvghens)  trouva  que  cette  développée  est  une  des 
paraboles  cubiques,  à  savoir  celle  dont  l'équation  est  a^x=^y^ 
\sic).  )) 

M.  Hoefer  a  une  passion,  souvent  malheureuse,  pour  les  étymo- 
logics.  C'est  ainsi  qu'il  fait  dériver  lemme  de  Mufi*  (pellicule), 
rlijiliine  de  «p^^fcoV,  sanscrit  de  sanctwn  scriptuin,  Alkliarezmi  de 
Khorassan,  etc.,  etc. 

Nous  terminerons  cette  analyse  en  exprimant  le  désir  de  voir  bien- 
tôt paraître  dans  notre  langue  un  ouvrage  sur  l'Histoire  des  Mathé- 
matiques, écrit  par  un  mathématicien  avec  tout  le  soin  c[ue  réclame 
une  tâche  aussi  difficile,  et  s'adressant,  non  à  tout  le  monde,  mais 
à  ceux  qui  ont  intérêt  à  connaître  cette  histoire  et  que  leurs  études 
mettent  à  même  de  la  comprendre.  J.   H. 


HERPDs  (A.),  ancien  professeur  de  Mathématiques  et  de  Cosmographie,  etc. — 
Dictionnaire  astronomique,  ou  Exposé,  par  ordre  olphabéiiqiœ,  des  principes 
fondamentaux  et  des  lois  générales  de  la  Mécanique  universelle ,  etc.,  etc. 
—  Paris,  J.  Baudry,  18-5.  i  vol.  in-S",  56o  p.,  7  pi.  Prix  :  12  fr. 

jNous  ne  venons  pas  ici  faire  l'analyse  d'une  compilation  stérile 
qui  n'a  pu  exiger,  de  la  part  de  son  auteur,  une  préparation  spé- 
ciale aux  études  astronomiques,  ni  une  connaissance  approfondie 
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des  formules  matliéinatiques,  ni  surtout,  pour  employer  ses  propres 
expressions,  un  «  travail  pénible,  opiniâtre  et  assidu  ». 

On  ne  peut  donner  le  titre  de  Dictionnaire  astronomique  à  un 
Ouvrage  où  l'on  clierclie  en  vain  les  mots  suivants  :  collimation, 
passages,  appulse,  grossissement,  lunette,  télescope,  catalogue, 
épliéméride,  satellite,  inégalités  séculaires,  alizé,  problème  de  Ke- 
pler, sextant,  etc. 

L'auteur  a  copié,  mot  à  mot,  dans  V Annuaire  du  Bureau  des 
Longitudes  (année  1871),  les  pages  60  à  68,  71  à  74 5  etc.,  relatives 
aux  grandes  marées,  à  la  détermination  des  hauteurs  par  les  obser- 
vations barométriques,  aux  corrections  des  levers  et  couchers  du 
Soleil  et  de  la  Lune,  etc.,  de  sorte  que  certains  tableaux,  qui  ne 
conviennent  qu'à  l'année  1 871,  se  trouvent  reproduits  dans  un  Ou- 
vrage édité  en  1875! 

Il  en  est  de  même  des  articles  et  tableaux  suivants,  copiés  textuel- 
lement dans  l'explication  et  l'usage  des  éphémérides  de  \diConnais- 
sance  des  Temps  Y>our  1871.  Parallaxe  horizontale  équatoriale  de 
la  Lune,  coordonnées  du  Soleil,  calcul  de  l'occultation  pour  un  lieu 
quelconque,  etc. 

Nulle  part  nous  n'avons  trouvé  l'indication  de  la  source  de  ces 
extraits  beaucoup  trop  nombreux.  Cependant  il  aurait  été  juste 
de  dire  au  moins  à  quels  Recueils  avaient  été  empruntés  ces  arti- 
cles, ainsi  que  les  démonstrations  et  autres  formules  insérées  dans 
ce  Livre. 

L'Ouvrage  renferme  aussi  quelques  Notices  biographiques,  mais 
ces  Notices  n'ont  exigé  aucune  recherche  originale.  Il  suffit  pour 
s'en  convaincre  de  lire  les  articles  sur  Kepler,  Cassini,  etc.  Il  n'est 
pas  fait  mention  des  noms  célèbres  de  Romer,  d'Anaxagore,  de 
Démocrite,  etc.,  ni  de  la  plupart  des  astronomes,  membres  ou  cor- 
respondants de  l'Institut  de  France. 

Les  instruments  ne  sont  pas  décrits  ou  le  sont  à  peine.  Ainsi,  il 
y  a  deux  lignes  pour  le  chronomètre,  six  pour  le  cercle  mural, 
quatre  pour  l'équatorial,  etc.  Aucune  figure  n'accompagne  ces  des- 
criptions plus  que  sommaires. 

Un  livre  tel  que  ce  Dictionnaire  astronomique  n'est  pas  au 
niveau  de  la  Science,  et  tout  démontre  que  son  auteur  n'est  rien 
moins  qu'astronome  et  que  mathématicien. 

Nous  avons  tenu,  néanmoins,  à  mettre  le  public  en  garde  contre 
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quelques-unes  de  ces  productions  incolores  qui  ont  la  prétention 
de  vulgariser  la  Science,  mais  qui  ne  peuvent  que  nuire  au 
progrès. 

Le  Dictionnaire  astronomique  de  M.  A.  Herpin  ne  saurait  même 
être  comparé  à  aucun  des  Traités  classiques  de  Cosmographie,  de 
MIM.  Delaunay,  Briot,  Garcet,  Guilmin,  Faye,  etc.  Ce  n'est  pas  en 
copiant  servilement  des  pages  entières  de  V ^dnnuaire  du  Bureau 
des  Longitudes,  de  la  Connaissance  des  Temps,  et  d'autres  Recueils 
plus  ou  moins  nombreux,  qu'on  peut  arriver  à  faire  un  Livre 
utile,  sérieux  et  susceptible  de  rendre  de  véritables  services  à  la 
Science.  H.  B. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

UNDECIMA  RIVISTA  DI  GIORNALT,  presentata  al  R.  Istifuto  Veneto  nel  No- 
vembre 1872.  -  DUODECIMA  RIVISTA  Dl  GIORNALI,  presentata  al  R.  Istituto 
Veneto  nell'Aprile,  Novembre  i8-3,  Marzo  1874,  dal  prof.  G.  Bellavitis. 

Nous  avons  déjà  entretenu  nos  lecteurs  (*)  de  la  tàclie  que  le 
savant  M.  Bellavitis  a  entreprise  à  l'aide  de  ses  seules  forces.  Dans 
les  revues  successives  des  différentes  publications  que  ce  géomètre 
a  présentées  successivement  dans  les  Recueils  de  l'Institut  de  Ve- 
nise, se  trouvent  contenues  beaucoup  d'indications  précieuses,  de 
remarques  importantes  dont  nous  voudrions  faire  part  à  nos  lec- 
teurs. M.  Bellavitis  s'attache  de  préférence  aux  travaux  de  Géomé- 
trie qui  peuvent  se  résoudre  par  la  belle  méthode  des  équipollences. 
Rien  n'est  plus  naturel,  mais  il  examine  aussi  beaucoup  d'autres 
Mémoires  se  rapportant  soit  à  l'Algèbre,  soit  au  Calcul  infinité- 
simal. Dans  la  onzième  revue  nous  remarquons  les  articles  sui- 
vants : 

Casorati  (F.).  —  Les  propriétés  cardinales  des  instruments 
d'optique.  (\'oir  Bulletin,  t.  IV,  p.  6^.) 

Cremona  (L.).  —   Les  Jigures  réciproques  de  la  Statique  gra- 
phique. (Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  65.) 

(')  Voii-  Bulletin,  t.  IIF,  p.  289. 


i42  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Beltrami  (E.).  —  Sur  la  pseudosphère  [Giorn.  di  Mat., 
1872,  X).  Note  Sur  le  calcul  des  q uaternions . 

Dans  la  douzième  revue  nous  citerons  les  comptes  rendus  des 
Mémoires  suivants  : 

TrAnson  (A.).  —  Règle  pour  les  limites  supérieures  des  ra- 
cines. [Nouv.  Ann.  de  Math.,  juin  1872.) 

Ma]vsion  (P.).  —  Sur  la^  méthode  de  Brisson  pour  les  équations 
différentielles  linéaires  à  coefficients  constants. 

Ce  Compte  rendu  contient  l'indication  des  Ouvrages  suivants  à 
consulter  pour  la  théorie  des  équations  dilïerentielles  linéaires  à 
coefficients  constants  : 

D'Alembert.  —  Mémoires  de  F  Académie  de  Turin,  1765,  t.  III. 

Francium.  —  Nuovo  metndo  {Mem.  Soc.  lied..,  1804,  t.  XI,  p.  254-284). 

Caichy.  —  Procédé  indépendant  de  la  résolution  des  équations  algébriques. 
[Bidl.  Fcrussac,\\x\\\(i\.  1824,  t.  II,  w"  21.) 

Bouvier.  —  Méthode  spéciale.  {Annales  de  Gcj-gonnc^  août  x^iq  \  Bulletin 
Férus  sac,  t.  II,  n°  192.) 

Van  Rees.  —  Note.  [Bull.  Féruss.,  février  1827,  t.  VII,  n"  70.) 

Cauchy.  —  Usage  du  calcul  des  Résidus  dans  le  cas  des  racines  égales.  [Bull. 
Féruss.,  iéw'iQV  1827,  t.  VII,  n°  77;  Exerc.  de  Math.,  7^  et  i4^  Livr.) 

Plana.  —  Cas  des  racines  égales.  [Mém.  de  VAcad.  de  Turin,  t.  XXXI;- 
Bull.  Féruss.,  nov.  1827,  t.  VIII,  n°  273.) 

Lamla.  ■—  Cas  des  racines  égales.  [Zeitschrift  fiir  Pliys.  u.  Math.,  t.  IV; 
Bull.  Féruss. ,%^\)\..  1828,  t.  X,  n°  149.) 

SciiELLBACH.  —Emploi  des  produits  symboliques.  (/.  Crcllc,  1887,  t.  XVI, 
n°  26,  p.  352,  359.) 

MiNicii.  —  Saggi  Accad.  Padova,  i838,  t.  IV;  Att.  Islituto  Fen.,  28  aprile 
i85i,  t.  II,  p.  ii3;  i856,  t.  I,  p.  794. 

Cauchy.  —  Exerc.  d^ Analyse  et  de  Phjs.,  1840,  t.  I,  p.  53-ioo. 

Daru.  —  /.  Liouville,  juillet  1842,  t.  VII,  p.  266,267. 

Bûnanzia.  —  Résolution  en  évitant  de  résoudre  l'équation  algébrique.  {Aiti 
Congrcsso,  25  sett.  i843;  Ann.  Majocchi,  agosto  184 3,  p.  129.) 

BooLE. —Méthode  générale,  symboles  opératoires.  {Transact.  Philosoph.  de 
Londres,  1844,  t.  II.) 

Broxwin.—  Sur  les  formules  symboliques.  [Canibr.  and  Dubl.  J.,  1846,  1. 1, 
p.  i54,  148;  t.  III,  p.  36. 

PiANi.  —  Abaissement  de  l'ordre;  formule  de  d'Alembert.  [Nuovi  Comment. 
Accad.  Bologna,  i849)  t.  X.) 
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Mauistex.  —  Caïub.  and  Dabi.  /.,  1849,  t.  IV,  p.  28G-288. 

Hargreave.  —  Résolution  en  série.  [Ph.  Trans.,  i85o.) 

Mainardi.  —  Ann.  TortoUni.  Rome,  i85o,  t.  I;  1802,  t.  III. 

Bronwix.  —  rhil.  Trans. ^  i85i,  p.  4G1. 

Petzval.  —  Équations  différentielles  linéaires.  Vienne,  i85i. 

Spottiswoode. — Transformation  des  équations  différentielles  secondes.  [Ann. 
TortoUni,  janvier  i852,  t.  III,  p.  2G.) 

Brioscih.  —  Ann.  TortoUni,  juin  i852,p.  270. 

RussELL.  —  Formes  symboliques.  [Canib.  and D.  /.,  i854.  t.  IX,  p.  104.) 

RoBERTS.  —Usage  des  équations  symboliques.  [Quart.  Journ.^  août  1869, 
p.  218.) 

Spottiswoode.  —  Quart.  /.,  mars  18G2,  p.  i54. 

iMim.  —  Rend.  Acc.NnpoU,  juin  i8G4,  p.  i47)  P-  ij^;  Atti  Ace.  NapoU, 
i8G8,t.  II,  n°  6. 

CaquÉ.  —  J.  Liouf'iUr,  mal  1864,  p.  i85. 

ToRTOLi.M.  —  Expressions  symboliques.  {Ann.  Tort.,  i8G4,  P-  249-) 

Steen.  —  Quart.  Joum.,  février  18G7. 

Grelle.  —  Méthode  de  séparation  des  symboles  d'opérations.  [Zcitschr.  fur 
Math.  u.  Phy.,  1870,  t.  XV.) 
Jordax.  —  Comptes  rendus,  ib  septembre  1871. 

La  Géométrie  élémentaire  contient  plusieurs  articles  parmi  les- 
quels nous  remarquons  les  suivants  : 

« 

Pangéométrie . 

Crf-MO^'a.  —  Eleineiiti  di  Geoinetria  projetliva. 

Péri  et  Bellachi. —  I Piuicipii  délia modeima  Geoinetria.  (Pis- 
toja,  1873.) 

Marsa^o.  —  Sur  le  problème  des  trois  cercles  tangents  à  trois 
cercles  donnés. 

Painvin.  —  Sur  un  complexe  particulier  du  second  ordre. 

Bellavitis.  —  Usi  délia  Grafia. 

Saikt-Loup.  —  Sur  la  courbure  des  lignes  décrites  par  le  mou- 
vement d' uji  point.  (iYowt^.  Ann.,  mars  1873.) 

A  cet  article  est  jointe  la  liste  suivante  de  ^lémoires  sur  les  nor- 
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maies  et  la  courbure  des  lignes  engendrées  par  le  mouvement  d'un 
point  : 

PoiNSOT.  —  Théorème  relatif  à  la  normale.  [Bull.  Féruss.,  i83o,  t.  XI, 
n°  lia;  J.  Éc.  Polyt.,  t.  VI,  p.  aoG.) 

Chasles.  —  Bull.  Féruss.,  i83o,  t.  XIV;  Jperçu^  1887,  p.  34o,  227,  417, 
674,  677,  695;  /.  Liomnlle,  i845,  t.  X,  p.  i56,  204;  Comptes  rendus,  t.  XVI; 
Soc.  Fliil.^  3o  juillet  lèZo;  Bull.  Féruss.,  ]\\\n  i83o,  t.  XIII,  n°  2i3. 

Duhamel.  —  Discussion  de  la  méthode  de  Roberval.  [Bull.  Féruss. , t. XY ,  n"  i.) 

Mag.nus.  — J.  Crelle,  i83i,  t.  VII,  p.  i32;  Sainmlang  von  Aufgohen,  i833, 
p.  244. 

Olivier.  —  /.  Ec  Foljt.,  i834,  t.  XIV,  p.  85. 

Bellavitis.  —  Saggio  di  un  nuovo  metodo.  [Ann.  Rcgno  L.  T.,  i833,  t.  V, 
p.  a44.) 

GiORGiNi.  —  Mern.  Soc.  Ital.,  i836,  t.  XXI. 

Bellavitis.  —  Metodo  délie  EquipoUenze.  [Annali  dcl  Regno  L.  F.,  1837, 
t.  VII,  p.  243. 

Breton.  —  /.  Liomnlle,  i838,  p.  488. 

Transon.  —  /.  Lioucille,  i845,  p.  148,  320. 

Vincent.  —  Nonv.  Ann.  Tcrqucm,  1848,  t.  VII,  p.  64. 

PiANi.  —  Esercizi  sulla  gcnesi  délie  Curve.  [Nova  Comni.  Acad.  Bologn., 
1849,  t.  X.) 

Sonnet.  —  Comptes  rendus,  %\\x\x\  i84g,  t.  X. 

Saint- Venant  (de). —  Nouv.  Ann.  Terquem,  1849.  *-•  VIII,  p.  026. 

La  Gournerie  (de).  —  /.  Liouvillc,  1849,  p.  4'7- 

Watelet.  —  Nouv.  Ann.  Terq.,  i85o,  t.  IX,  p.  i43. 

Fergola.  —  Mem.  Soc.  Italiana,  i85o,   t.  XXIV,   p.  290;  Ann.  Tortolini, 

i852,  t.  m,  p.  195. 

B.  —  /.  Crelle,  i85o,  t.  XL,  p.  366. 

Morgan  (de).  —  Camb.  and  D.  Journ.,  i85i,  t.  VI,  p.  i56,  242. 
Fabri.  —  Atti  Nuovi  Lincei,  ig  déc.  i852. 

MiNiCH. —  Rivista  Accad.  Padova,  i852,  t.  I,  p.  ii4;  i857,  t.  V,  p.  182. 
O'Brien.  —Phil.  Trans.,  i852,  t.  I,  p.  161. 

Bresse.  —  Nouveau  théorème.  [J.  Ec.  Folyt.,  cah.  XXXV,  p.  89.) 
Serret  (P.).  —  Nouv.  Ann.  Terq.,  i853,  t.  XII,  p.  68. 
Bellavitis.  —  Sposiz.  met.  dcll.  equip.,  §  i5i,  i56,  167.  [Mem.  Soc.  Ital., 
1854,  t.  XXV,  p.  225-309.) 
Prouiiet.  —  Nouv.  Ann.,  i854,  p.  274,  335. 
Gilbert.  —  M.Sav.  étrang.  Ac.  Belgique,  t.  XXX. 
Serret  (P.).  —  Méthodes  en  Géométrie,  i855,  p.  83. 
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Salmon.  —  Higher  pi.  Curves,  i852,  p.  244- 
Genocchi.  —Noiw.  Ann.  Tcrq.,  i855,  t.  XIV,  p.  202. 
GouRNERiE  (de  la).  —  /.  Ec.  Poljt.,  ciih.  XXXVI,  i856,  p.  255. 
Mannheim.  ~  Nouv.  Annales,  i856,  p.  289. 
Painvin.  —  Nnuv.  Annales,  i856,  p.  iSg. 
Catalan.  —  Des  roulettes,  Nouv.  Ann.,  18 56,  p.  102. 
Reech.  —  Comptes  rendus,  28_déc.  18 jj,  p.  1081. 
Mannheim.  —  /.  Ec.  Poljt.,  i858,  cah.  XXXVII,  p.  179. 
Lafitte  (de).  —  Nouv.  Ann.,  i855,  p.  266;  i858,  p,  48. 
Lamarle.  —  Théorie  géométrique  des  rayons  de  courbure. 
Bellavitis.  —  Atti  Istituto  Vcneto,  1859,  t.  IV,  p.  991  ;  avril  18G0,  p.  159, 
quatrième  Revue  :  art.  n"  i,  Mécanique;  sixième,  art.  n°4i. 
Mannheim.  —  Joum.  Lioiwille,  mars  iSSg,  p.  93. 
Chasles.  —  Comptes  rendus,  1860,  p.  859;  1861.  p.  189,  487. 
Boklen.  —  Arc/i.  Grunert,  1861,  p.  28;  Noue.  Ann.,  1862,  p.  i5(),  "329,459. 
Sacchi.  —  Nouv.  Ann.,  i863,  p.  3i. 

NicoLAÏDÈs.  —  Mondes,  sept.  i863,  p.  517  ;  Nouv.  Ann.,  18GG,  p,  383;  18C7, 
p.  283. 

Purser.  —  Quart.  Journal,  i865,  p.  129. 

Hennig.  —  /.  Crelle,  1866,  t.  LXV.  p.  52;  t.  LXIV,  p.  382. 

Durand.  —  Nouv.  Ann.,  1867,  p.  80. 

Wiener.  —  Ann.  Mateni.  Milano,  1867,  p.  139. 

Bauquenne.  —  Nouv.  Ann.,  1868,  p.  442. 

Laisant.  —  Nouv.  Ann.,  1869,  p.  276,  548. 

Brocard.  —  Nouv.  Ann.,  1871,  p.  240. 

Harkema.  —  Nouv.  Ann.,  1871,  p.  335;  1872,  p.  45. 

La  revue  d'Algèbre  comprend  un  article  sur  l'exposé  de  la  théorie 
des  substitutions,  dû  à  M.  Vincenzo  Jauni,  qui  est  suivi  des  indi- 
cations suivantes  sur  cette  théorie  : 

Lagrange.  — Mém.  Berlin,  J77I. 

Vandermonde.  —  Mém.  Paris,  1771. 

RuFFiNi.  —  Sulla  irrisolubilità  délie  equazioni  di  grado  superiore  al  4"-  Teoria 
dclle  equazioni.  Bologna,  1799;  Mem.  Soc.  Ital.,  1802,  t.  IX,  p.  444;  i8o3, 
t.  X,  p.  410;  1807,  p.  293. 

Arbati.  —  Il  numéro  dei  valori  disuguali  di  una  funzione  razionale  di  cinque 
variabili  non  puô  mai  essere  maggiore  di  due  e  minore  di  cinque.  [Mem.  Soc. 
Ital.,  i8o3,  t.  X,  p.  385.) 

PoiNSOT.  — Mém.  de  V Institut,  i8i3-i8i4-i8i5,  p.  38i. 

RuU.  des  Sciences  mathétn.  et  asCron,,  t.  X.  (!\lars  i8;G.)  lO 
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Cauchy.  —  Moniteur,  i8i3,  p.  443;  Recueil  des  Sav .  étiang.;J.  École  Polyt., 
cah.  XVII;  Ex.  cVAn.  et  de  Phys.,  \%\\. 

Abel.  —  J .  Crellc,  1826. 

Bertrand.  —  /.  Éc.  Polyt.,  i845,  cah.  XXX,  p.  i-îS;  Comptes  rendus,  l.  X, 
p.  88,  1042. 

Cauchy.  —  Comptes  rendus,  i5  sept.  1845  ;  12  janvier  1846;  2G  janvier  1840. 

FrisiANI.  —  Effemeridi  di  Milano,  1 845-46. 

Serret  (J.-A.).  —  J.  Ec.  Po/j/.,  cah.  XXXII;  /.  Z/oH(vY/6',t.XIV,p.  i35,  et 
t   XV,  p.  I. 

Cayley.  —  Camh.  and  Duhl.  Journ.,  i852;  t.  VII,  p.  40. 

Betti.  —  Annali  Tortoliiii,  i852,  t.  III,  p.  49- 

Mathieu.  —  Comptes  rendus,  t.  VLI,  p.  1047;  t.  VLII,  p.  678, 1208;  t.  VLIII, 
p.  840;  /.  Liouvillc,  t.  V,  p.  9. 

Serret  (J.-A.).  —  Comptes  rendus,  i\  janvier  iSîg. 

Mathieu.  —  J.  Liouoille,  juillet  1861,  t.  VI,  p.  241;  Nouv.  Annales,  1862, 
p.  227. 

Despeyrous.  —  /.  Liouville,  1861,  t.  VI,  p.  417;  t.  X,  p.  55,  117. 

Jordan.  —  J.  Éc.  Polyt.,  cah.  XXXVllI,  p.  11 3. 

Buchmann. — J .  Liouville,  i865,  p.  209. 

Jordan.  —  /.  Liouville,  t.  XII,  p.  io5;  t.  XIII,  p.  m;  Comptes  rendus, 
27  avril  1868,  17  juillet  1868, 

Cayley.  —  Comptes  j-endus,  19  octobre  1868. 

Spina.  —  Atti  Lincei,  t.  XXI,  p.  182. 

Jordan.  —  Traité  des  Substitutions. 

Nous  donnerons  prochainement  d'autres  Listes  analogues  à  celles 
qui  précèdent. 


NOUVELLE  CORRESPONDANCE  MATHÉMATIQUE,  publiée  par  E.  Catalan  et 
P.  Mansion  ('). 

T.  I.  5°  Livraison;  1875. 

De  Tilly  (J.-M.).  —  Note  sur  le  principe  de  la  moyenne  arith- 
métique et  sur  son  application  à  la  théorie  mathématique  des 
erreurs.  (11  p.) 

La  méthode  deHagen,  dans  l'exposition  de  la  tliéorie  des  erreurs, 

(')    Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  '217. 
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suppose  à  tort  que,  après  que  l'on  a  commis  une  erreur  positive. 
la  pi^obabilité  de  commettre  une  erreur  positive  ou  une  erreur  néga- 
tive soit  la  même.  La  méthode  de  Gauss  et  celle  de  Laplace  ont  un 
postulat  commun,  celui  de  l'existence  d'une  fonction  analytique 
de  X,  pouvant  représenter  ia  probabilité  d'une  erreur  comprise 
entre  zéro  et  x.  Gauss  admet  de  plus  le  postulat  de  la  moyenne,  et 
Laplace  le  postulat  équivalent  :  la  règle  des  moindres  carrés,  vraie 
pour  un  nombre  infini  d'équations,  peut  être  admise  aussi  pour  un 
nombre  fini  sufjisamjuent  grand  d'équations.  Cette  restriction  rend 
ce  second  postulat  moins  utile  que  celui  de  la  moyenne.  Celui-ci 
est  évidemment  pour  un  nombre  infini  de  valeurs,  d'après  la  défi- 
nition des  erreurs  accidentelles  5  il  peut  se  démontrer  dans  le  cas  de 
deux  valeurs,  si  l'on  admet  le  premier  postulat;  s'il  est  vrai  pour 
trois  valeurs,  on  peut  en  déduire  la  règle  des  moindres  carrés  et 
par  suite  le  principe  général  de  la  mov^enne.  Mais  il  est  indémon- 
trable dans  le  cas  de  trois  valeurs,  car  il  conduit  à  la  loi  de  proba- 
bilité He~'''-^^  et  la  loi  de  la  nature  peut  être  différente.  L'autre 
postulat,  celui  de  l'existence  d'une  fonction  exprimant  la  loi  de 
probabilité,  est  aussi  indémontrable.  Difficulté  relative  à  la  mesure 
de  la  précision  de  l'erreur  moyenne  d'une  moyenne. 

]\L4.Nsi0N  (P.).  —  Principes  de  la  théorie  des  détermina nls. 
Suite.  (8  p.) 

Réduction  des  déterminants. 

NiEVVEKGLowsKi  ( B.) .  —  Note  sur  les  arcs  de  courbes  sphéricjues. 

(4  p.) 

L'inverse  d'une  courbe  plane  par  rapport  à  un  point  extérieur  à 
son  plan  est  une  courbe  spliérique.  L'arc  de  l'inverse  sphérique 
d'une  hyperbole  peut  servir  à  représenter  les  trois  intégrales  ellip- 
tiques. On  retrouve  ainsi,  par  une  méthode  très-simple,  divers 
résultats  de  W.  Roberts. 

Mansion  (P.)  et  Nexjberg  (J.).  —   Extraits  analytiques.  (3  p.) 

Note  sur  dii^ers  articles  de  la  Nouvelle  CorrespoJidance.  (2  p.) 

Solutions  des  questions  proposées  dans  la  Nouvelle  Cori-espon- 
dance.  (4  p-) 

MajNSion  (P.).  —  Esquisses  biographiques.  I.  Ranhine.   (a  p.) 

10. 
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6"  Livraison.  Octobre  1875. 

Neubehg  (J.).  —  Questions  d'Analj^e  indéterminée.  (7  p.) 
Catalan  (E.).  —  Sui-  les  asjinptotes  des  courbes  algébriques. 

(4p-) 

Une  courbe  algébrique  n'a  pas  de  point  d'arrêt  et  le  nombre  des 
branches  infinies  asymptotiques  à  une  même  droite  est  pair. 

Maksion  (P.).  —  Principes  de  la  théoi'ie  des  déterminants. 
Suite.  {i4  P-) 

Sommes  et  produits  de  déterminants.  Elimination.  Résolution 
des  équations  linéaires. 

Mansion  (P.).  —  Sur  une  question  de  maximum  appelée  pro- 
blème d'Huc^'ghens.  (2  p.) 

Si  xjzu  est  constant,  les  sommes 

x+f-^z-\-u,   xy -^xz-^xu-hy^z-^-yu-^-zu, 
xyz  H- xyu  -\-  xzu-\-  xzu -hyzu 

prennent  leur  valeur  minimum  quand  x  =  y  =  z  =  u:,  par  suite,  il 
en  est  de  même  de  {i~{-x)  (i  -h  )  )  (1+")  (n-«)-  Cette  remarque 
suffit  pour  résoudre  complètement,  sans  calcul,  le  problème  d'Huy- 
gliens. 

Solutions  de  questions  proposées.  (11  p.) 

Questions  18,  22,  34,  37,  44  (Laisawt  et  de  Tilly)  :  démon- 
stration de  l'égalité 


kJ\i^  +  2/i —  i  p.  +  2/l         [X-i-n 

n  =  l 


I  I         ,  ,  , 

—  log.  nep.a, 


due  à  M.  Catalan. 

Questions  proposées.  (5p.) 

Mansiojv  (P.).  —  Esquisses  biographiques .  11.  liesse.  III.  Tor- 
tolini. 

Bibliographie,  (i  p.)  P.   M. 
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MÉLANGES. 

SUR  LA  POSSIBILITÉ  D'INTÉGRER  COMPLÈTEMENT  UN  SYSTÈME  DONNÉ 
D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES; 

Par  m.  R.  LIPSCHITZ. 

Les  progrès  les  plus  importants  qu'ait  réalisés  la  théorie  d(!s 
équations  di(ïérentielles  simultanées,  depuis  les  travaux  de  Jacobi, 
ont  leur  point  de  départ  dans  le  développement  de  la  théorie  des 
quantités  imaginaires.  Pour  chaque  système  d'équations  ditléren- 
tielles  se  pose  tout  d'abord  la  question  essentielle  de  savoir  s'il  est 
possible  de  déterminer  un  système  de  fonctions  de  la  variable  indé- 
pendante qui  satisfassent  aux  équations  et  qui  puissent  prendre  des 
valeurs  données  pour  une  valeur  donnée  de  la  variable.  Cette  ques- 
tion a  été  approfondie  dans  le  cas  où  le  système  d'équations  dillé- 
rentielles  permet  de  regarder  la  variable  et  les  fonctions  comme 
des  quantités  de  la  forme  a  ~\-b  \J — i .  Toute  fonction  d'une  quan- 
tité imaginaire  pouvant,  à  l'exception  de  certains  points  du  champ 
(GebieL)  de  cette  fonction,  être  développée  en  une  série  procédant 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  d'une  fonction  linéaire 
de  cette  quautité  imaginaire,  la  question  proposée  dépend  évidem- 
ment de  celle-ci  :  est-il  possible  de  trouver  des  séries,  convergentes 
dans  un  certain  champ  laissé  à  la  variable  indépendante,  qui, 
substituées  aux  fonctions  inconnues,  satisfassent  aux  équations  dif- 
férentielles. C'est  à  ce  point  de  vue  que  l'on  a  entrepris  et  mené  à 
bonne  tin  l'examen  de  la  possibilité  de  l'intégration  complète  d'un 
système  d'équations  diirérentielles  ayant  le  caractère  que  nous 
avons  dit  (^). 

Si,  au  contraire,  les  expressions  qui  entrent  dans  le  système  d'é- 
quations différentielles  ne  sont  données  que  dans  le  cas  où  les  élé- 
ments de  ces  expressions  sont  réels  et  ne  souffrent  point  une  exten- 
sion immédiate  au  cas  où  ces  éléments   sont  imaginaires,  on  n'est 


.(' )  Weieustrass  :  Sur  la  théorie  des  facilites  analytiques  {Journal  de  Crellc,  ^i,  /|3). 
—  lÎRiOT  et  Bouquet  :   Théorie  des  fonctions  doublement  périodiques,  \).  4i)- 


b 


iMj  BULLETIN   DES   SCIENCES 

plus  autorisé  à  admettre  que  les  fonctions  inconnues  soient  déve- 
loppables  en  séries,  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  po- 
sitives d'expressions  linéaires  de  la  variable  indépendante.  Il  faut 
se  placer  sur  un  autre  terrain  pour  établir  les  conditions  de  possi- 
bilité d'une  intégration  complète.  Aucun  travail  ayant  précisément 
ce  but  n'est  parvenu  à  ma  connaissance  :  c'est  l'objectif  des  recher- 
ches qui  suivent  (*). 

On  supposera  que  le  système  donné  d'équations  dilïérentielles, 
où  X  est  la  variable  indépendante,  etj  %j^-,  .  .  .^j"  sont  les  fonc- 
tions inconnues,  peut  être  mis  sous  la  forme  suivante  : 

où  a  peut  prendre  les  valeurs  i,  2,...  Ji.  Les  fonctions  y"  sont 
données  pour  un  ensemble  de  valeurs  des  variables  x,j\r^^  ••  -5}  'S 
ayant  entre  elles  une  connexion  continue  :  cet  ensemble  de  valeurs 
en  sera  dit  le  champ  G.  Si  tz  =  2,  en  regardant  x^j^^j'^  comme  les 
coordonnées  d'un  point  de  l'espace,  on  aura  une  image  très-nette 
de  ce  qu'il  faut  entendre  par  le  champ  G.  Pour  toutes  les  valeurs 
comprises  dans  ce  champ  les  n  fonctionsy'"  doivent  être  uniformes, 
continues, et  rester  numériquement  inférieures  à  un  noQibre  donné. 
En  outre,  elles  doivent  être  telles  que,  étant  donnés  deux  sys- 
tèmes de  valeurs  x  =  A,  y'^  =  A"  et  x  =:  /;,  7"  =  /",  où  la  variable 
indépendante  reste  la  même,  l'inégalité 

j  [/^(/^/.^/<^. ..,/<")-/-^(A,/-, /■,...,/")] 


2) 


soit  satisfaite  :  les  quantités  c"'^  sont  des  constantes  positives,  et 
ici,  comme  dans  la  suite,  le  symbole  [vv]  représente  la  valeur  ab- 
solue de  w.  La  condition  imposée  de  la  continuité  exige  que,  pour 
deux  systèmes  de  valeurs  x  ~-  h^y'^=  K"^  et  x  =^  j-,j  "' ^^  /",  la  dilfé- 
rence  [f- [h^l^ ^l^, .  .  -,^'")— /"(/î  ^S^%---5^")]  puisse  être  rendue 
aussi  petite  qu'on  le  voudra  lorsque  les  différences  [A — y],  [A"*  —  Z''] 
tendent  vers  zéro  :  si  donc  on  tient  compte  de  l'inégalité  (2),  on 


('  )  L'auteur  ne  connaît  pas  évidemment  les  travaux  de  Cauchy,  qui  ont  été  résumés 
d'une  manière  inconiplèle  par  M.  l'abbé  Moigno,  dans  son  Traité  de  Calcul  intégral, 
et  ceux  de  Coriolis,  dans  le  Journal  de  Liomnlle. 
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voit  que  cette  condition  revient  à  supposer  qu'on  puisse  prendre  la 
différence  [h — j]  assez  petite  pour  que  l'inégalité 

(3)  [/»(//,/•,/%... ,/«)-fj,/', /%...,/")]<  (7 

soit  satisfaite,  quelque  petite  que  soit  la  quantité  c. 

Le  système  (i)  sera  complètement  intégré  si  l'on  détermine  un 
système  de  fonctionsj'',j>^,". ..  ,  }^"  satisfaisant  aux  équations  (i),  et 
qui,  pour  x  =  x^,  satisfassent  aux  équations 

(i-)  r*=r"«- 

Le  système  de  valeurs  {xq^jI^j  ],.  .  .,}")  doit  être  situé  dans  l'in- 
térieur du  champ  G,  à  une  distance  finie  des  limites  de  ce  champ, 
en  sorte  que  l'on  puisse  déterminer  des  quantités  positives  «oi  ^l-, 
telles  que  les  systèmes  de  valeurs  satisfaisant  aux  inégalités 

soient  compris  dans  l'intérieur  de  G  ;  par  suite,  il  existera  des  con- 
stantes positives  finies  c"  telles  que,  pour  ces  mêmes  valeurs,  on  ait 
constamment 

(4)  \f]<c^- 

Si  l'on  détermine  la  quantité  positive  Aq  de  façon  à  avoir 

(4")  Aofâ<6^,     Ao<«„, 

le  champ  déterminé  par  les  inégalités 

(4^)  [^-xo]<Â„,  [r-ro]âbi 

sera  situé  entièrement  à  l'intérieur  de  G  :  nous  l'appellerons  Hq. 

Sous  ces  conditions,  il  existe  toujours  un  système  unique  de  ji 
fonctions j)^,  7  *,  ...,j  ",  satisfaisant  aux  équations  différentielles  (i), 
variant  d'une  façon  continue  à  l'intérieur  du  champ  Ho  quand  la 
variable  x  parcourt  le  chemin  qui  va  de  Xq  —  Ao  à  Xq-I-A^^  satis- 
faisant enfin  aux  équations j"  =  j"  pour  la  valeur  de  x,  a:  =  Xq. 

Pour  la  démonstration  de  ce  théorème,  il  suffit  de  considérer  le 
mouvement  de  la  variable  x  depuis  x^  jusqu'à  Xo  —  A,  car  le  mou- 
vement de  Xo  à  Xo  —  A  peut  être  traité  d'une  façon  tout  à  fait  sem- 
blable. Imaginons  donc  entre  Xq  et  Xq  -{-  A  une  suite  de  valeurs  iu- 
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ternicdiaires  a,,  jr,, .  .  • ,  J"p_i,  telles  que 

X  ij  <C^  X\  <^  Xi  <C^  .  .  .  ^C^  X  p  —  Xf^  ~T-  Aj 

et  déterminons  n  quantités  y  •r!\  par  les  n  équations  suivantes  : 

(5)  ■n\—r'',-=-f^[x,,y\,y\,...,y\][x,  —  x,). 

Ces  équations  coïncideraient  avec  le  système  donné  d'équations 
diirérentielles  (i),  si  l'on  y  remplaçait  dans  le  premier  membre 
dx  et  <f)"- par  les  quantités  finies  o^i — ^o,  "/y"  —  7'^,  et  dans  le  se- 
cond ^,7"  par  Xo,j".  En  vertu  des  inégalités  (4)  et  (4")5  les  équa- 
tions (5)  entraînent  les  inégalités 

et  par  suite,  le  système  de  valeurs  (x. ,  r; ', ,  ri| , . .  .  ,>/" )  est  situé  dans 
le  champ  Hq-  On  peut,  de  la  même  manière,  former  une  suite  de 
systèmes  de  valeurs  (.r„^i,  7;,'^,,  r,,^^,, .  .  .  ,/,"4.i  )  en  faisant  successi- 
vement «=i,2,...,p- —  I  dans  l'équation 

Tous  ces  systèmes  de  valeurs  resteront  certainement  compris  dans 
le  champ  Hq.  Poursuivons  maintenant  le  partage  de  l'intervalle  en 
intercalant  entre  x^  et  Xa^\  les  quantités  croissant  en  nombre 
égalàc/^— 1. 

On  obtiendra  par  ce  nouveau  partage  de  l'étendue  qui  va  de  Xq  à 
Xo  H-  Ao  une  nouvelle  suite  de  systèmes  de  valeurs,  commençant 
par  (-^^OîJ'iiJo' •  •  ••57")  ^^  qui  seront  tous  compris  dans  le  do- 
maine Ho  :  cette  nouvelle  suite  de  valeurs  {x,^,^  l'^a.i--  •)''''^i,i'-a'>"">'^'".'<^a) 
s'obtient  en  remplaçant,  dans  l'équation 


—  "^, 


P'(^n.,^^<,,r<,,.^---^<,,X'^\,,.i~''u^^^' 


apav  o,  1,  2,  .  .  .,/; — I  ^^a  paï"  les  nombres  o,  i,  2,  .  .  .  ,(7^  —  i,et  en 
prenant  enfin 


'7rt  '«  +  1,1) 


Il  s'agit  maintenant  d'établir  que,  en  regardant  les  premières  (pian- 
tités  x,,X2,  •  .  .^x^_^  comme  fixes,  en   faisant  croître  indéliniment 
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les  nombres  </„  et  décroître  indéfiniment,  d'après  une  loi  quelconque, 
les  intervalles  j:V(„  _^.,  — x„^.^  ,  les  valeurs 


Y,         =  r 


+1' 


qui  correspondent  à  la  valeur  x=^x„j^x  de  la  variable  indéj)en- 
dante,  convergent  vers  une  limite  fixe,  indépendante  de  la  loi  de 
croissance  du  nombre  q^  et"de  la  loi  de  décroissance  des  intervalles 
secondaires  dans  lesquels  on  a  divisé  les  intervalles  entre  les  quan- 
tités Xq^  Xi,  ^2,  ...,.rp_i,  Xp.  Cette  démonstration  expose  que,  sous 
les  conditions  énoncées  plus  liaut,  il  est  toujours  possible  de  choisir 
les  quantités  fixes  J",,  .Ta,  .  .  .  ,:rp_],  de  façon  que  la  valeur  absolue 
des  diilerences  y"^,^,  — r.'+i  reste,  quel  que  soit  «,  plus  petite  qu'une 
quantité  a,  aussi  petite  qu'on  le  voudra. 

Si,  dans  l'équation  (6),  on  fait  successivement  f  „=  o,  i,  2,  .  .  .  [/„, 
et  que  l'on  ajoute,  on  obtiendra  l'équation 


(7)  K,.,^^^-'C=    2j  /(^'^:'^'«'■'''^:''^/■'^'^■.'^''•••'■'^''.:0(■'"'^:'■'-'+ "•^"'ixV 
qui  donne,  au  moyen  de  l'inégalité  (4), 

Cette  inégalité  exprime  que  le  système  de  valeurs  {x,,.^  ,  r,',^  , 
r,;,,,  ,  ...,y;"  j^  )  reste,  si  on  laisse  fixe  l'indice  a  et  si  l'on  fait  prendre 
à  l'indice  [j.^  toutes  les  valeurs  entre  o  et  ^„  —  i,  compris  dans  un 
champ  Ko  dont  les  limites  relatives  à  chacune  des  7i  +  i  variables 
peuvent  être  rendues  aussi  étroites  qu'on  le  veut,  en  prenant  la  dif- 
férence Xa^i  —  x„  suffisamment  petite.  Puisque,  par  hypothèse,  la 
fonction  y*"  reste  continue  dans  le  champ  Hq,  la  différence  x„^i  — x„ 
peut  toujours  être  prise  suffisamment  petite  pour  que  dans  le  champ 
Ko  la  différence  entre  deux  valeurs  de  cette  fonction  soit  plus  petite 
qu'une  quantité  X,  aussi  petite  qu'on  le  veut.  Supposons  que  la 
différence  x„_^i  —  x^  ait  été  ainsi  déterminée,  le  nombre  p  étant 
pris  lui-même  suffisamment  grand  et  soit  e"  une  fraction  propre- 
ment dite   positive    ou    négative 5    l'équation   (7)  donnera,    pour 

y-a   ~  ^/a  —  i   1 

(8)  r^.,  -.)•■:;  ^  [/'l^»,  r<Ur-^,  •••J-")  h-  ^l  >■]  (•^<.+>-  ^«). 
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De  cette  équation  retranchant  l'équation  (5"),  il  vient 

■      .        \     J  «-t-i  ''«  +  [  J  II  ''il 

I       +[/''(x«. /,',.}«'•••'.?")— /"(•^«'"^''""''''••-   ^K)-^C'^']{^oii  —  Xa}; 

mais,  à  cause  de  (2),  on  aura 

Si  donc  on  pose 

les  équations  (9)  donnent  la  suite  d'inégalités 

(11)  K  +  i  <   2"-+-(t"-'5j    +   C^''Z-  H-  .  .  .  -hC'''"Z';,--r-l)   (X„+,  -Xo). 

On  a  en  outre 

(U«)  2»  =  0. 

Maintenant  il  est  clair  que,  si  l'on  forme  une  suite  de  quantités  u^^^ 
au  moyen  des  équations 

(  K^  >  —  K  =  [ ^"''  "«  -+-  <^'"'' ''«  +  . . .  H-  c'"'" /<;;  +  A)  ( -^«+1  -  ^u), 

où  l'indice  a  prend  les  valeurs  de  zéro  à  p  —  i ,  on  aura  constam- 
ment 

('3)  Ki  +  .<K^r 

Or  nous  avons  besoin,  pour  notre  démonstration,  de  montrer 
que,  en  prenant  A  suffisamment  petit,  les  quantités  ^"_,_,  restent 
aussi  petites  qu'on  le  voudra  :  notre  but  sera  atteint  si  nous  prou- 
vons la  même  chose  pour  les  quantités  «^"^^  ou  pour  des  quantités 
plus  grandes. 

Soit  c  une  quantité  positive  supérieure  à  la  plus  grande  des  n^ 
constantes  c"'^  :  si  l'on  détermine  les  quantités  t'^,  par  les  équations 

f"  —  o. 
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on  aura  c'vidcramcut,  pour  a  --  i ,  2,  .  .  . ,  /j  —  i, 

Maintenant  la  première  équation  (12")  donne 


'•!,  • 


et,  en  vertu  d«î  la  deuxième,  on  a 

v!,  —  V'a  =  --'  =  V[\  . 

La  première  équation  (  3  )  peut  donc  s'écrire 


ou 

1 


donc 


^  (  *" "^  ;^' )  ^'  ^  «cf-^o^'  —  ^o )  ]  ; 


(  X  ['i'r-nc[X'i  —  x,)'\. .  .  [i  +  nc(.r„+,  —Xaf]. 

Or  le  produit 

[i  4-nc(x,  —  ^oj]  [n-n6'(.r2  —  :ri)].  . .  [i  -l-n<?(x„_^i  -i-^a)], 

où  wc   est  positif,   a  lui-même  une   valeur  positive   inférieure  à 

e'"^^ (•""«+ i~'u)  i  on  a  donc 

ne       ne       ^ 

La  comparaison  de  cette  inégalité  avec  les  inégalités  (i3)  et  (i3") 
donne 

T    _U  ^'«'.'•r.a., — ■l'n'^  T    _l_  />«CA|) 

1.5)    [r:.,-«:.,]=^:.,< -^ 1<  —^—  '■. 

et,  puisque  le  facteur 

—  I  H-  e""^" 
ne 

a  une  valeur  finie,  on  en  conclut  que  la  différence  [jt,^,  —  '"'rj+i] 
peut  être  rendue  aussi  petite  qu'un  le  voudra;  car  X  est  une  quantité 
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aussi  petite  qu'on  le  veut,  ne  dépendant  que  du  choix  des  inter- 
valles Xi — J"oi-2  —  -^'n  ■•■•,J^p  —  Xp-^  ■  Les  dillerences  [j^"^,  — >''«4-,] 
pouvant  être  prises  aussi  petites  qu'on  le  veut,  les  quantités^  "+,, 
qui  correspondent  à  la  valeur  lixe  x  =  :r„+,  de  la  variable,  conver- 
gent vers  une  limite  déterminée,  indépendante  de  la  loi  de  crois- 
sance du  nombre  </„  et  de  la  loi  de  décroissance  des  nouveaux  in- 
tervalles.Ces  valeurs  limites,  en  vertu  des  équations  (8),  définissent 
un  système  de  solutions  des  équations  dillérentieiles,  système  pour 
lequel  les  fonctions j^"  se  réduisent  à  }  "  quand  x  =Xq.  L'existence 
d'un  système  de  solutions  satisfaisant  aux  conditions  imposées  est 
donc  établie,  et  la  première  partie  de  notre  programme  est  remplie. 
Qu'il  n'existe  pas  d'autre  solution  du  système  (i)  satisfaisant 
aux  conditions  énoncées,  on  le  voit  comme  il  suit  :  soit  ^  "  =:=  Y"  une 
telle  solution,  l'intervalle  de  Xq  à  a?o  +  A,  auquel  on  peut  encore 
se  borner,  peut  être  partagé,  par  l'introduction  des  quantités  aj, 
x^,...^j'p_i,en  intervalles  pour  lesquels,  £,"  étant  une  fraction  pro- 
prement dite,  positive  ou  négative,  et  1  une  quantité  aussi  petite 
qu'on  voudra,  on  aura  les  équations 

où  les  valeurs  7  "  =^  Y"  correspondent  à  la  valeur  x  =  .r^  de  la  va- 
riable indépendante,  et  où  l'on  a,  par  hypothèse,  \'ÎJ::^j".  Cette 
suite  d'équations  est  une  conséquence  immédiate  des  deux  hypo- 
thèses en  vertu  desquelles  le  système  donné  des  fonctions  y"-  -  -  Y* 
satisfait  aux  équations  diiférentielles  (i),  et  varie  continûment 
quand  la  variable  x  va  de  Xq  àx^  -f-  A.  Si,  par  les  équations  (5) 
et  (5  bis),  on  forme  les  quantités  y;"  d'après  les  valeurs  a^,.!!,  .  .  . , 
a'^_i,  on  reconnaît  que  les  diflérences 

doivent  se  comporter  comme  les  dillérences 

car  l'équation  (16)  se  déduit  de  l'équation  (8)  en  j  remplaçant},'^ 
par  Y*  et  j ,%,  par  Y,°J^,,  et  l'on  a  en  outre  Y^-  =  )  "  :  il  en  ix'sulte 
que  les  dillérences  [^^+,  —  ^/^n-i]  peuvent  être  rendues,  comme  les 
dil'iérences  l_}^',^,~    K',-h<]->  aussi  ])ctites  qu'on  le  veut;  or,  à  cause 
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do  l'inégalité 

la  différence  [¥"_,  — }  *+,]  peut  évidemment  être  rendue  aussi  pe- 
tite qu'on  le  veut;  par  conséquent  le  système  donné  Y"  des  fonc- 
tions Y"  ne  peut  différer  du  système  des  fonctions  )  ^7  obtenues  par 
le  partage  des  premiers  intervalles  en  nouveaux  intervalles  que  l'on 
fait  décroître  indéfiniment.  Notre  démonstration  se  trouve  ainsi 
entièrement  complétée. 

Il  y  a  lieu  de  faire  quelques  remarques  sur  les  conditions  impo- 
sées aux  fonctions  f°-.  INous  avons  supposé  qu'en  donnant  un 
accroissement  suffisamment  petit  à  la  variable  indépendante  et  en 
gardant  les  mêmes  valeurs  pour  les  y,  on  pouvait  satisfaire  à  la  con- 
dition de  continuité 

(3)       ir  jij',i\ . . .,/")  -f-ijjw-, .  ..,/«)]<  ^. 

a  pouvant  être  pris  aussi  petit  qu'on  le  voudra-,  en  outre,  nous 
avons  imposé,  pour  ce  qui  est  des  variations  des  quantités  y^  les 
conditions  d'une  nature  spéciale,  définies  par  les  inégalités 

[f-[h,h\h\...JC)-f'^[h,l\l\...,t) 

<c''''i; /.'—/')  +  c«'2  [k^  —  V-]  +  .  ..  -<-c^'"  (/»"  —  /«)]. 

Notre  déinojistratioii  suppose  essentiellement  que  ces  conditions 
soient  satisfaites.  Pour  s'en  convaincre,  on  peut  se  borner  au  cas 
d'une  seule  équation  différentielle 

dx       -^  ^    '-  ' 

Si,  au  lieu  de  l'inégalité  (2),  on  suppose  seulement  que  l'on  ait 
(2*)  [f{h,k)-f{h,l)]<c[h-lf, 

où  0  est  une  quantité  positive  plus  petite  que  1 ,  les  raisonnements, 
calqués  sur  ceux  que  nous  avons  faits,  conduiraient  à  remplacer 
l'inégalité  (11)  par  la  suivante: 

(11*)  Za+^<Za-\-  [CZI  -+-  ).)    {Xa+,—Xa], 

en  prenant  encore  z^^  =  o. 
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Pour  savoir  si  les  quantités  z„^i  peuvent  être,  pour  une  valeur 
de  X  suffisamment  petite,  rendues  aussi  petites  qu'on  le  voudra,  on 
formera  le  système  d'équations 

(  I  2*  )  //„+,  —  Ua  =  [  cul  +  >i  )    (  Xa+:  —  ^^a\    «o  =  O, 

et  l'on  aura  encore 

(i3*)  ir«+,  <««+,; 

il  faudra  ensuite  chercher  si,  pour  une  valeur  suffisamment  petite 
de  ).,  les  quantités  w„  peuvent  être  ou  non  rendues  aussi  petites 
qu'on  le  voudra.  Dans  le  premier  cas,  on  arriverait  à  la  même  con- 
clusion-, mais,  dans  le  second  cas  (et  nous  allons  voir  que  c'est  à 
celui-là  que  nous  avons  alï'aire),  notre  démonstration  s'écroule.  On 
a  supposé  les  intervalles  JCi  —  JC^^a-ç,  —  0^1,,..,^^^  —  Xp_t  assez  petits 
pour  que,  dans  un  cliamp  K,,  où  la  dillérence  des  valeurs  de  x  est 
inférieure  à  x^+x  —  ^«  et  la  différence  des  valeurs  de  y  inférieure  à 
c„(^„+i — Xa)i  la  différence  de  deux  valeurs  de  f{x,j)  soit  infé- 
rieure à  la  quantité  donnée  "k. 

Les  intervalles  0:1  —  x^,,  x^ — jti,  ...,.r^ — Xp_i  étant  choisis  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  rien  n'empêche  de  les  subdiviser  en  intervalles 
plus  petits 5  la  condition  posée  restera  remplie;  en  poussant  la  sub- 
division assez  loin  et  désignant  par  u^  la  valeur  correspondante  à  x„, 
on  voit  que  les  équations  (12*)  peuvent  être  remplacées,  avec  une 
approximation  aussi  grande  qu'on  le  voudra,  par  l'équation 

du 


d'( 


•Z  a 


^^  r""  du 

"^     /  Cl? 


CU'^  C    —  0  4-1 


lfaZ>[ G   -r-  1]  ClXa  ^o 


lors  donc  que  l'on  donne  A,  on  ne  peut  nullement  rendre  u^  aussi 
petit  qu'on  le  veut;  les  inégalités  (i3*)  ne  peuvent  donc  conduire; 
à  une  limite  convenable  des  quantités  z„^i. 

Il  est  clair  que  les  inégalités  (8)  sont  toujours  satisfaites  lorsque 
les  fonctions/",  pour  toutes  les  valeurs  du  champ  G,  ont  des  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  uniformes,  finies  et  continues  pai- 
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rapport  aux  n  varial^les  j  "  :  car  alors  la  différence 

peut,  d  après  le  théorème  de  Taylor,  être  mise  sous  une  forme  qui 
met  ces  inégalités  en  évidence.  Par  contre,  de  ces  inégalités  sup- 
posées vraies  on  ne  peut  rien  conclure  sur  la  nature  des  dérivées 
partielles. 

Dans  le  cas  où  les  fonctions^"  ne  contiennent  pas  les  variables_j«, 
les  fonctions  restent  uniformes,  finies  et  continues  par  rapport  àx^ 

notre  analyse  montre  que  l'intégrale    /    /''  (  ^  )  <f  ^  a  un  sens  déter- 

miné  et  que  la  dérivée  de  cette  fonction,  prise  pour  une  valeur  de 
la  variable  égale  à  la  limite  supérieure  de  l'intégrale,  est  égale 
hf[x).  Le  Mémoire  posthume  de  Riemann,  sur  la  représentation 
d'une  fonction  par  une  série  trigonométrique,  a  mis  en  lumière  ce 
fait,  que  l'existence  de  l'intégrale  définie  dépend  d'une  condition 

plus  générale  que  la  continuité  :  l'intégrale    I  J"^  [i)  ^i  exis- 

tera si  la  fonction^"  [x)  reste  finie  quand  x  varie  dé  x^  •aXq-\-  A, 
et  si,  en  partageant  l'intervalle  de  oTo  à  Xo-hA  en  intervalles  indé- 
finiment décroissants  x^ — oto,  x^ — jti,  ...,  la  grandeur  totale 
des  intervalles  pour  lesquels  l'oscillation  de  la  fonction /""  [x)  reste 
inférieure  à  une  quantité  donnée  a,  aussi  petite  qu'on  le  voudra, 
peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  le  voudi^a  si  ces  conditions  sont 
remplies,  et  si  x  est  une  quantité  comprise  entre  x^  et  Xq-\- K^  il 

f"'['c)d\  existera^  mais,  à  ce  qu'il  me 

parait,  ces  conditions  n'entrainent  nullement  cette  conséquence, 
que  la  dérivée  de  cette  intégrale,  prise  pour  une  valeur  de  la  va- 
riable égale  a  la  limite  supérieure  de  l'intégrale,  soit  égale  à/'*  [x): 
aussi  ai-je  cru  devoir  conserver  la  condition  de  la  continuité  des 
fonctions/"  [x)  pour  ce  qui  est  de  l'étude  de  l'intégration  des  équa- 

tions  différentielles  -j-  =  f''  (x)* 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

CANTOR  (D""  Moritz).  —  Die  romischen  Agrimensoren  und  ihre  Stellung  i.\ 
DER  Geschichte  der  Feldmessklnst,  eine  historisch  mathematische  Unter- 
suchung  ('). 

«  J'ai  voulu  »,  dit  l'auteur,  c(  m'attacher  à  établir,  sur  une  branche 
spéciale  des  Mathématiques ,  comment  le  développement  d'un 
peuple  découle  de  celui  d'un  autre  plus  ancien  et  prépare  celui 
d'un  troisième,  comment  beaucoup  de  résultats  intéressants  tom- 
bent dans  l'oubli,  comment  les  méthodes  les  plus  parfaites  cèdent 
pour  un  temps  la  place  à  de  moins  bonnes,  mais  sans  que  jamais  on 
puisse  remarquer  de  solution  de  continuité.  » 

Fidèle  au  plan  qu'il  s'est  tracé,  l'auteur  établit  que  la  place  des 
Romains  dans  l'histoire  des  Mathématiques  n'est  marquée  par  aucun 
progrès  sérieux,  mais  qu'ils  nous  ont  conservé,  sans  même  en  avoir 
une  parfaite  intelligence,  la  tradition  reçue  des  Grecs  et  principa- 
lement des  Alexandrins.  Cette  tradition  se  poursuit  en  s'afl'aiblis- 
sant  encore  à  travers  tout  le  moyen  âge,  et  l'on  reconnaît  aisément 
dans  Alcuin  ou  dans  Gerbert  l'élève  immédiat  des  Romains,  qui 
a  puisé  dans  leurs  livres  la  science  empruntée  par  ceux-ci  aux 
Grecs  et  qui  la  reflète  faiblement  à  travers  ces  âges  d'ignorance. 

La  partie  purement  historique  et  archéologique  occupe  une  très- 
grande  part  dans  l'Ouvrage  de  M.  Cantor.  Nous  ne  le  suivrons  pas 
sur  ce  terrain  trop  éloigné  de  l'objet  habituel  des  études  des  mathé- 
maticiens, et  nous  nous  bornerons  à  signaler  quelques-uns  des  faits 
les  plus  intéressants  au  point  de  vue  de  l'histoire  des  applications 
de  la  Géométrie. 

Le  maître  des  arpenteurs  romains,  celui  dont  les  leçons  ont 
revêtu  le  caractère  pratique  qui  pouvait  seul  faire  adopter  la  Science 
chez  ce  peuple  de  soldats,  c'est  Héron  d'Alexandrie.  Son  manuel 
d'arpentage,  connu  sous  le  nom  de  Dioptrique  (*),  procède  partout 
par  applications  numériques  :  c'est  une  sorte  de  guide  officiel  des 


(')  Les  arpenteurs  romains  et  leur  place  dans  l'histoire  de  l'arpentage,  élude  histo- 
rique et  mathématique.  Leipzig,  Teubner,  1875;  i  vol.  in-8*^. 
(•)  De  dioptra,  instrument  d'arpentage. 
Dull.  des  Sciences  matJiém.  et  asiron.,  t.  X.  (Avril  187(1.)  I  I 


aipoTileurs,  publié  sous  les  auspices  des  Ptolémées  cl  dcsLiiié  à  faire 
disparaître  les  procédés  de  mesure  inexacts  encore  en  usage  en  Egypte 
à  cette  époque  ('),  malgré  les  progrès  accomplis  dans  l'étude  de  la 
Géométrie  théorique.  Ainsi,  postérieurement  à  la  publication  des 
Eléments  d' Euclide,  on  prenait  encore  communément,  pour  surface 

du  triangle  isoscèle  de  base  a  et  de  côté  h^  le  produit  —  ?  ainsi  qu'en 

témoignent  des  inscriptions  contemporaines. 

11  est  curieux  d'étudier,  paragraphe  par  paragraphe  et  dans  leurs 
moindres  détails,  les  méthodes,  les  exemples  donnés  par  Héz'on^ 
on  les  retrouve  disséminés  dans  les  écrits  de  Vitruve,  de  Columelle, 
de  Frontin,  d'Hvgin,  de  Balbus,  de  jNipsus,  etc.^  parfois  la  même 
taute  numérique  se  trouve  dans  le  même  exenjple,  sans  être  relevée 
par  les  commentateurs  romains  qui  la  reproduisent.  S'il  v  a  quelque 
chose  de  neuf  en  apparence  (c'est-à-dire  cjui  ne  se  trouve  pas  dans 
la  Dioptricjiie)^  il  est  toujours  facile  d'y  reconnaître  le  cachet  héro- 
nien,  et  l'on  est  assez  fondé  à  supposer  que  c'est  un  emprunt  fait  à 
un  deuxième  Ouvrage  de  Héron  qui  ne  nous  est  pas  parvenu.  Si 
quelque  méthode  échappe  à  cette  loi  et  peut  passer  pour  une  œuvre 
lomaine,  elle  remplace  désavantageusement  une  méthode  héro- 
iiienne  plus  simple  et  meilleure;  ainsi  JNipsus  indique  pour  trouver 
la  largeur  d'un  lleuve  un  moyen  long  et  pénible,  bien  di lièrent  de 
la  méthode  élégante  enseignée  par  Héron. 

Les  opérations  du  nivellement  à  l'aide  du  niveau  deau,  les  pro- 
blèmes élémentaires  de  l'arpentage,  tels  que  tracer  une  droite 
dont  les  deux  extrémités  ne  sont  pas  ^visibles  d'un  même  point, 
déterminer  la  hauteur  d^un  édifice  inaccessible,  etc.;  le  tracé  des 
perpendiculaires,  la  mesure  des  aires  polygonales,  et  en  particulier 
du  triangle  dont  on  donne  les  trois  côtés;  l'évaluation  des  surfaces 
des  polygones  réguliers  jusqu'au  polygone  de  douze  côtés  ;  celle  du 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ;  enfin  la  mesure  du 
volume  des  solides  :  telles  sont  les  matières  contenues  dans  le  traité 
de  Héron;  elles  embrassent  toute  la  géométrie  des  Romains  et  des 
arpenteurs  du  moyen  âge. 

Quant  aux  instruments  dont  se  servaient  les  anciens  géomètres, 
nous  avons  df'ià  nommé  le   dioplra  employé  par  les  Grecs.    (]et 

{')  Vn  sic'cle  environ  avant  Jcsns-Clirist. 
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instrument  n'est  pas  facile  à  restauiT^r  au  moyen  des  descriptions 
incomplètes  qui  nous  en  sont  parvenues  :  c'est  essenlielleinent  une 
longue  alidade  à  pinnules,  portée  sur  un  pied  vertical,  et  mobile 
dans  toutes  les  directions  comme  la  lunette  d'un  théodolite;  deux 
petites  chevilles  mobiles  avec  l'alidade  indiquent  la  direction  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de  visée. 

Les  Romains  employai€nt  primitivement  un  instrument  désigné 
sous  les  noms  divers  de  cruma,  gruma,  gromn,  machinula,  Stella 
et  dont  nous  savons  moins  encore  que  du  dioptra;  il  servait  à 
déterminer  deux  directions  rectangulaires,  soit  au  moyen  de  deux 
règles  en  croix,  ou  d'un  carré  solide  dont  le  point  de  croisement 
des  diagonales  était  marqué  par  une  pointe.  En  Etrurie  comme  en 
Egypte,  l'arpentage  faisait  partie  de  la  science  sacerdotale  \  mais  en 
Italie  les  temples  comme  les  propriétés  n'affectaient  que  des  formes 
rectangulaires  dont  les  côtés,  d'après  le  rite  sacré,  devaient  être 
orientés  vers  les  quatre  points  cardinaux.  Cette  pratique  s'est  long- 
temps conservée  à  Rome  et  dans  les  colonies.  Les  aruspices  déter- 
minaient d'abord,  par  des  procédés  que  nous  ne  connaissons  pas 
(;xactement,  leurs  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  le 
decimianus  orienté  de  l'est  à  l'ouest,  et  le  cardo  du  nord  au  sud. 
Ces  directions  étaient  celles  des  deux  principales  rues;  à  leur  inter- 
section était  la  principale  place  autour  de  laquelle  se  groupaient 
tous  les  édifices  publics;  la  ville  était  complétée  par  un  système  de 
rues  parallèles  aux  voies  principales,  et  cette  monotone  symétrie  se 
reproduisait  au  dehors  dans  la  division  des  champs.  Si  l'œil  n'était 
pas  toujours  flatté,  la  Géométrie  du  moins  y  gagnait  en  simplicité. 
Aussi  les  Romains  n'ont  su  que  très-tard  mesurer  la  surface  du 
triangle,  et  la  science  de  l'arpentage  a  pu  y  être  importée  en  bloc  par 
les  Alexandrins.  La  première  apparition  officielle  de  ceux-ci  est 
celle  des  géomètres  chargés  par  Auguste  de  mesurer  la  surface 
entière  de  l'empire. 

Nous  bornerons  là  cette  courte  analyse.  Elle  suffira  pour  engager 
les  personnes  curieuses  de  plus  amples  développements  à  parcourir 
le  livre  si  intéressant  de  M.  Cantor.  Bouty. 
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LEONELLI.  —  Slpplément  LOGARiTHiMiQT:E,  avec  une  Notice  sur  l'auleur,  par 
J.  HouEL.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  1876.  i  vol.  in-8°,  x-75  p. 

La  découverte  des  logarithmes  d'addition  et  de  soustraction  est 
généralement  attribuée  à  Gauss,  bien  que  ce  dernier  en  ait  fait  con- 
naître le  véritable  auteur,  Zeccliini  Leonelli.  La  bibliothèque  de 
Bordeaux  possède  un  exemplaire  de  l'Opuscule,  presque  introu- 
vable, où  Leonelli  expose  sa  découverte  :  c'est  rendre  un  juste 
hommage  à  la  mémoire  d'un  homme  dont  le  nom  ne  doit  pas  être 
oublié  et  un  véritable  service  à  ceux  qui  sont  curieux  de  l'histoire 
des  Mathématiques,  que  de  faire  connaître  ce  petit  Livre  au  public 
scientifique.  La  Société  des  Bibliophiles  de  Guyenne  s'y  est  crue 
d'autant  plus  obligée  que  Leonelli  était  à  Bordeaux  au  moment 
d'une  découverte  qui  n'est  revenue  en  France  que  par  la  voie  de 
l'étranger.  M.  Hoûel  s'est  chargé  des  soins  de  cette  publication,  où 
il  s'est  attaciié  à  reproduire  scrupuleusement  le  texte  de  Leonelli 
jusque  dans  ses  imperfections  grammaticales  et  qu'il  a  fait  précéder 
d'une  jNotice  intéressante. 

«  Zecchini  Leonelli  »,  dit  M.  Hoûel,  «  né  à  Crémone  en  1776, 
étudia  l'Architecture  à  Rome  en  179-i  et  se  livra  avec  prédilection 
aux  Mathématiques. 

»  En  1800,  il  se  trouvait  à  Bordeaux,  où  il  donna  pendant  plu- 
sieurs années  des  leçons  de  INlathématiques  et  d'Ai'chitecture.  De 
Bordeaux  il  se  i^endit  à  Milan,  où  il  publia  un  article  sur  son 
Ouvrage  dans  le  Journal  de  la  Société  d' encourageuient.  Il  visita 
ensuite  pour  la  seconde  fois  Venise  et  s'y  maria.  On  le  retrouve 
plus  tard  à  Strasbourg,  où  il  publie  un  Ouvrage  sur  l'électricité, 
puis  à  Carlsruhe,  au  service  du  grand-duc  de  Bade;  de  là  il  passe  en 
Franconie,  à  Vienne,  à  Trieste.  Enfin  il  se  fixa  à  Corfou,  où  il  fut 
choisi  comme  préparateur  [assisteiite  di  Fisica)  du  célèbre  profes- 
seur Mossotti,  avec  lequel  il  ne  parait  pas  avoir  toujours  vécu  en 
parfait  accord.  C'est  là  qu'il  mourut,  le  12  octobre  1847,  baissant 
une  fille  unique,  Élisa  Leonelli.... 

»  A  partir  de  i833,  il  communiqua  à  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris  diiîërents  travaux...,  sans  avoir  obtenu,  malgré  ses  instances, 
aucun  Rapport  sur  ses  divers  Mémoires  — 

»  L'Ouvrage  que  nous  reproduisons  »,  dit  toujours  M.  Iloiicl, 
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«  et  qui  assure  à  Leonelli  un  titre  impérissable  à  la  reconnaissance 
des  calculateurs,  se  compose  de  deux  Parties,  qui,  l'une  et  l'autre, 
attestent  également  l'esprit  inventif  de  l'auteur,  bien  que  la  seconde, 
seule,  lui  constitue  la  priorité  d'une  découverte. 

))  La  première  Partie  contient  une  méthode  pour  calculer  promp- 
tement,  au  moyen  d'un  tableau  d'une  ou  deux  pages,  le  logarithme 
d'un  nombre  avec  quinze  ou  vingt  décimales,  et  pour  revenir  du 
logarithme  au  nombre  avec  la  même  approximation.  Ce  tableau, 
dont  on  peut  faire  usage  de  diverses  manières,  remplace  ainsi  une 
table  qui  formerait  un  gros  volume  in-folio. 

»  Toutefois  la  méthode  de  Leonelli  avait  déjà  été  donnée,  en  1624, 
par  H.  Briggs  dans  son  Arithmeticn  logarithniica. 

»  C'est  la  seconde  Partie  de  son  Livre,  relative  aux  logarithmes 
d'addition  et  de  soustraction,  qui  forme,  à  proprement  parler, 
l'œuvre  originale  de  l'auteur. 

»  Leonelli  avait  soumis  son  Mémoire  au  jugement  de  la  première 
Classe  de  l'Institut.  Delambre,  chargé  du  Rapport,  ne  semble  pas 
avoir  saisi  toute  la  portée  de  l'invention  des  logarithmes  d'addition 
et  de  soustraction,  et  ses  conclusions  ne  furent  pas  aussi  favorables 
que  l'auteur  avait  le  droit  de  l'espérer.  Aussi  celui-ci  écrivit-il  une 
réponse,  qu'il  fit  imprimer  à  la  fin  de  sa  brochure,  et  où  il  réfute 
avec  talent  les  objections  du  rapporteur. 

))  L'Ouvrage  fut  mieux  apprécié  en  Allemagne  ;  il  y  fut  traduit  dès 
l'année  1806,  et  c'est  sans  doute  cette  traduction  qui  parvint  à  la 
connaissance  de  Gauss  et  inspira  à  ce  grand  mathématicien  l'idée 
de  publier  une  Table  disposée  de  la  même  manière  que  celle  de 
Leonelli,  mais  réduite  à  des  proportions  plus  conformes  aux  besoins 
réels  de  la  pratique.  Cette  Table,  qui  parut  pour  la  première  fois 
en  181  a  dans  la  Monalliche  Correspondenz  de  Zach,  a  été  repi-o- 
duite,  parfois  avec  des  modifications  plus  ou  moins  heureuses,  dans 
un  grand  nombre  de  recueils  anglais,  allemands  et  italiens.  La  pre- 
mière édition  française  est  de  i858. 

»  Leonelli  avait  eu  la  patience  de  calculer  ses  Tables  avec  quatorze 
décimales,  conformément  au  spécimen  qu'il  en  a  donné  dans  son 
opuscule  de  l'an  XI,  ce  qui  dépasse  de  beaucoup  toutes  les  exi- 
gences des  calculs  les  plus  précis  auxquels  ces  Tables  peuvent  être 
appliquées.  11  songeait  à  publier  cet  immense  travail  quand  la  mort 
le  surprit.  Sa  fille   eut  dahord  l'intention  de  mettre  ce   projet   à 
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exécution,  et  confia  le  manuscrit  à  un  collègue  de  M.  Bellavitis  (*). 
Bientôt,  ayant  fondé  peut-être  de  trop  hautes  espérances  sur  l'uti- 
lité immédiate  de  cette  publication,  elle  reprit  le  manuscrit,  et  les 
choses,  depuis,  en  sont  restées  là.   »  J.  T. 


FA  À  DE  BRUNO.  —  Théorie  dks  formes  binaires.  —  Turin,  1876.  Librairie 
Brero.  i  vol.  in-8".  Prix  :  16  fr. 

Le  Livre  de  M.  Faà  de  Bruno  est  un  résumé  des  travaux  les  plus 
importants  de  MM.  Cayley,  Sylvester,  Hermite,  Brioschi,  Clebsch, 
Gordan,  etc.,  sur  la  théorie  des  formes  binaires  :  l'auteur  est  parti 
des  notions  les  plus  simples,  en  sorte  que  son  Livre  pourra  rendre 
les  plus  grands  services  au  lecteur  soucieux  de  commencer  l'étude 
d'un  chapitre  de  la  science  algébrique  qui,  tout  nouveau  qu'il  est, 
présente  déjà  des  développements  considérables  ;  il  s'y  trouvera 
peut-être  plus  à  l'aise  que  dans  le  Livre,  excellent  à  tous  égards, 
mais  un  peu  succinct,  de  M.  Salmon,  et  pourra  ensuite  aborder 
sans  crainte  les  oeuvres  originales.  C'est,  en  eifet,  à  ce  point  que 
M.  Faà  de  Bruno  a  voulu  conduire  son  lecteur  5  il  a  cru,  avec  rai- 
son, devoir  se  borner  à  la  partie  essentielle  et,  en  quelque  sorte, 
élémentaire  de  la  nouvelle  Algèbre  :  un  traité  complet  sur  cette 
matière  qui  s'organise  continuellement,  outre  qu'il  exigerait  un 
volume  énorme,  devrait  être  remanié  à  chaque  instant.  Le  Livre 
dont  nous  parlons  parait  sous  le  patronage  de  M.  Gordan,  qui  écrit 
à  l'auteur  :  «  Le  sujet  est  bien  approfondi  et  lumineusement 
ordonné;  l'exposition  en  est  simple,  claire  et  en  plusieurs  endroits 
élégante.  Naturellement,  plusieurs  recherches,  qui  ont  été  faites 
dans  le  champ  de  l'Algèbre  moderne,  ne  pouvaient  y  trouver  place  : 
cela  vous  aurait  conduit  trop  loin  et  n'aurait  pas  répondu  au  but  de 
l'Ouvrage;  mais  vous  introduisez  le  lecteur  dans  la  théorie  et  vous 
le  mettez  en  état  d'étudier  par  lui-même  les  Mémoires  originaux 
dont,  sans  cela,  la  lecture  lui  eût  été  difficile.  » 

M.  Faà  de  Bruno  a  divisé  son  Traité  en  huit  Chapitres,  relatifs 
aux  fonctions  symétriques  des  racines,  aux  résultants,  aux  discri- 
minants, aux  formes  canoniques,  aux  invariants,  aux  covariants, 

(')  M.  le  professcui'  Miiiicli. 
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(]ui,  pour  leur  compte,  occupent  trois  Chapitres.  Enfin  des  Tables  de 
fonctions  symétriques,  d'invariants  et  de  covariants  complètent 
précieusement  l'Ouvrage. 

Une  exposition  systématique  et  élémentaire  des  théories  déjà 
connues  n'est  pas  le  seul  mérite  que  M.  Faà  de  Bruno  ait  à  reven- 
diquer 5  il  a,  lui-même,  apporté  sa  contribution  à  l'accioissement 
de  ces  théories,  et  son  Livré  oU're  des  traces  nombreuses  de  ses  tra- 
vaux personnels  :  citons,  en  particulier,  la  forme  symbolique  si 
simple  sous  laquelle  il  a  mis  l'expression,  au  moyen  des  sommes 
de  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation,  d'une  fonction 
symétrique  entière  des  racines  de  cette  même  équation*,  une  mé- 
thode nouvelle  pour  la  formation  des  fonctions  symétriques  des 
carrés  des  diiférences  des  racines  d'une  équation  ;  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

nia„ h    m  —  i   a,  ■ — •  -!-.•••+  «„i-,  -; — 

an,  '      on-.  Ou,, 

,    ')R        ,  ,  ,  ^R  ,        ()\\ 

01),  Obj  (Jh„ 

à  laquelle  doit  satisfaire  le  résultant  R  de  deux  équations 

«7„  x'"  -+-  fii  x'""'  -f-  . . .  -{-  a„,=  O, 
bo  X"  -^  6,  ^"^'  -J-  .  .  .  -I-  />„  =  o  ; 

plusieurs  théorèmes  intéressants  sur  la  partition  des  nombres;  deux 
relations  entre  les  racines  d'une  équation  et  les  racines  d'un  cova- 
riant  de  son  premier  membre;  plusieurs  modes  de  décompositioii 
de  la  forme  biquadratique;  lin  mode  de  transfoi^nation  de  la  forme 
quintique  générale  en  sa  forme  canonique  au  moyen  des  racines  de 
l'équation  canonisante,  qui  met  en  lumière  la  dépendance  entre  les 
coefficients  de  la  forme  canonique  et  les  invariants  de  la  forme 
quintique;  une  application  élégante  de  la  théorie  des  formes  cano- 
niques à  la  démonstration  de  la  méthode  de  Gauss  pour  l'approxi- 
mation des  intégrales  définies  :  nous  n'insistons  pas  sur  les  démons- 
trations nouvelles  que  l'auteur  a  données  de  plusieurs  propositions  ; 
enfin  la  disposition  des  Tables,  où  plusieurs  covariants  des  formes 
quintique  et  sextique  sont  donnés  pour  la  première  fois,  les  rend 
particulièrement  commodes.  .1.  T. 
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A.IEKCBEBT)  (HiiKoaaii),  op/iUHapHiri  npo(J)eccopT>  Mmh.  Bapuias- 
CKaro  yHiiBepciiTeTa.  —  llaxcrpa^bHoe  McmicieHie.  KHiira  J. 
IInAanic  BTopoc.  MocKBa ,  i8y4  (')•  —  '  vol.  grand  iu-S", 
V 1-36 8  p. 

Ce  volume  contient  la  première  des  trois  Paities  qui  compo- 
seront le  Cours  de  Calcul  intégral,  dont  la  première  édition,  pu- 
bliée en  i86i-i86'2,  a  remporté  à  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg 
le  prix  Demidof.  L'édition  actuelle  a  reçu  un  grand  nombre  d'amé- 
liorations et  d'augmentations,  qui  la  mettent  au  courant  des  pro- 
grès accomplis  depuis  quinze  années. 

Le  volume  publié  traite  de  l'Intégration  des  difïérentielles  expli- 
cites. 11  se  divise  en  dix-sept  Chapitres,  dont  nous  allons  indiquer 
le  contenu. 

L   Définitions. 

IL  Théorèmes  fondamentaux  du  Calcul  intégral,  et  méthodes 
principales  d'intégration. 

III.  Intégration  des  monômes  algébriques. 

IV.  Intégration  des  fractions  rationnelles.  L'auteur  expose  une 
méthode  d'Ostrogradsky  pour  abréger  notablement  les  calculs,  en 
déterminant  séparément  la  partie  algébrique  de  l'intégrale  (^). 

V.  Intégration  des  fonctions  irrationnelles.  L'auteur  simplifie 
le  calcul  de  l'intégration  d'une  fonction  rationnelle  de  x  et  d'un 
radical  R  =  \Jax^-\-  bx  -h  c,  en  exprimant  la  fonction  rationnelle 
au  moyeu  de  la  dérivée  de  R,  ce  qui  est  surtout  avantageux  lorsque 
la  quantité  sous  le  signe  f  renferme  R  à  la  puissance  2«  +  i . 

VI.  Transformation  des  dillérentielles  algébriques  irrationnelles. 
Intégrales  elliptiques.  La  réductio.n  de  ces  dernières  intégrales  à  la 
forme  canonique  est  exposée  d'après  la  méthode  présentée  par 
l'auteur  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (^).  Ou  y  fait  voir 
comment  la  détermination  du  module  et  du  multiplicateur  de  l'in- 
tégrale dépend  des  racines  de  l'équation  résolvante  du  polvnôme 
sous  le  radical. 


('  )  Alexéief  (Nicolas),  professeur  ordinaire  à  l'Université  Impériale  de  \'arsovic.  — 
Calcul  intégral.  T.  I.  i^  édition.  Moscou,  1874-  Prix  :  3  roubles. 
(-)  Voir  Bulletin  de  l' Académie  de  Saint-Pétersbourg,  t.  IV,  iS'i'). 
(")  Voir  Compte^  rendus  de  V Académie  des  Sciences,   i86.j. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTROxNOMlQUES.  169 

Ml.  Intégration  des  dilïerentielles  binômes,  et  réduction  de 
quelques  intégrales  aux  intégrales  elliptiques. 

VIII.  Intégration  des  fonctions  transcendantes. 

IX.  Intégration  des  dilïerentielles  contenant  plusieurs  variables 
indépendantes.  Double  intégration.  L'auteur  démontre  dans  ce 
Chapitre  la  formule  d'Euler  pour  la  condition  d'intégrabilité  d'une 
difïérentielle  contenant  une'fonction  d'une  seule  variable  avec  ses 
dérivées  des  divers  ordres.  La  démonstration  est  indépendante  du 
Calcul  des  variations.  La  théorie  générale  des  intégrales  multiples 
sera  traitée  dans  le  tome  suivant. 

X.  Quadrature  et  rectification  des  courbes.  Expression  de  l'aire 
du  secteur  parabolique  donnée  par  Lambert.  Expression  de  l'aire 
d'une  courbe  fermée  au  moyen  d'une  intégrale  prise  le  long  du 
contour  de  l'aire.  Théorème  de  Fagnano,  etc. 

XI.  Cubature  des  solides  de  révolution  et  des  solides  terminés 
par  des  surfaces  réglées. 

XII.  Complanalion  des  surfaces  développables,  et  cubature  des 
solides  terminés  par  ces  surfaces.  Ce  Chapitre  et  le  précédent  con- 
tiennent des  méthodes  indiquées  pour  la  première  fois  par  l'auteur. 

XIII.  Surfaces  des  solides  de  révolution. 

XIV.  Cubature  des  corps  dans  lesquels  l'aire  d'une  section  pa- 
rallèle à  l'un  des  plans  coordonnés  est  une  fonction  de  la  distance 
à  ce  plan. 

XV.  Cubature  et  complanalion  des  solides  terminés  par  des 
surfaces  quelconques. 

XVI.  Calcul  approché  des  intégrales  définies.  Formule  des  qua- 
dratures d'Euler. 

XVII.  Calcul  approché  des  intégrales  définies  par  la  méthode 
de  Tchebychef.  Cette  méthode  a  été  publiée  dans  un  des  derniers 
volumes  du  Journal  de  Liouville. 

On  peut  juger,  par  ce  court  aperçu,  du  riche  contenu  de  ce 
Traité,  le  plus  complet  qui  ait  paru  jusqu'à  présent  en  langue 
russe.  Ce  qui  en  augmente  beaucoup  l'utilité,  c'est  le  grand  nombre 
d'exemples  développés  avec  détail,  outre  ceux  qui  sont  indiqués 
comme  exercices.  Nous  faisons  des  voeux  pour  que  les  deux  vo- 
lumes suivants  de  cet  important  Ouvrage  soient  achevés  dans  un 
bref  délai.  J.  H. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

TIDSKRIFT  FOR  Matematik  och  Fysik  ('). 
5*  année;  1874. 

HuLTMAN  (F.-W.). —  lllstoiie  de  l' ^ïritlimétique  en  Suède. 
Suite  (3^  art.;  4^  p) 

LiNDMAN  (C.-F.).  —  Quel(/ues  théorèmes  sur  les  polygones  ré- 
guliers. (12  p.) 

LxJNDBERG  (P.).  —  Sur  Ics  cuigles  trièdres  et  les  triangles  sphé- 
riques.  (8  p.) 

Ph(kagmé]v)  (L.).  —  Sur  l' évaluation  numérique  d'un  loga- 
rithme sous  forme  de  fraction  continue.  (3  p.) 

Méthode  connue  appliquée  à  l'exemple  log3,  log  désignant  un 
logarithme  dont  la  base  est  10. 

Almqvist  (P.-W.).  —  Deux  théorèmes  de  Géométrie. 
Démonstrations  de  deux  théorèmes  des  Eléments  d'Euclide. 

HoLST  (E.-B.).  —  Une  petite  étude  géométrique. 

Daug  (H. -Th.).  — Sur  la  position  linnte  du  cercle  circonscrit  au 
triangle,  dont  les  côtés  sont  deux  tangentes  et  leur  corde  de  con- 
tact. (4  p.) 

L'auteur  démontre  que  le  centre  de  la  position  limite  de  ce  cercle 
est  situé  sur  la  normale  de  la  courbe  donnée,  et  que  son  rayon  est 
la  moitié  du  rayon  de  courbure  de  cette  courbe.  Il  obtient  ce  ré- 
sultat d'abord  par  le  calcul,  et  ensuite  par  un  raisonnement  très- 
simple. 

Dans  cet  article,  M.  Daug  corrige  une  erreur  qui  se  trouve  «  dans 
un  des  meilleurs  Traités  sur  les  sections  coniques  qui  aient  été  pu- 
bliés dans  ces  derniers  temps  ». 

DiLLWER  (G.).  — Essai  d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
fait  au  point  de  a)ue  des  besoins  pratiques.  (4*^  art.;  4^  p) 

Il  est  impossible  de  faire  en  peu  de  mots   une  exposition  satis- 


(')  Voir  ISullctln,  t.  lll,  p.  219. 
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faisante  de  ce  travail  intéressant.  Nous  donnerons  peut-être,  une 
autre  fois,  une  analyse  suffisamment  détaillée  de  ce  Mémoire. 

Falk  (M.).  —  Sur  la  démon.stratio/i  de  c/ue/t/ues  Jormules  de 
Calcul  différentiel.  (10  p.) 

L'auteur  démontre,  par  des  considérations  géométriques,  la  for- 
mule connue 

f[a  +  h]  -f[n   =  hf'[a  +  ôA), 

avec  l'observation  de  M.  Bonnet  (*)  ;  de  cette  formule  il  déduit  en- 
suite, par  un  changement  de  variable  indépendante,  la  formule  de 
Caucliy 

fia-^h]~f[a\_f'[a^)       ^^<„.<^   ,   /,, 
-  / ^-7^ — •  —  —77 — TT '     [a>a^a-\-ii]. 

9(a  H- /i)  ~9^«J       9  («  )       ^    >     -" 

Comme  conséquences  de  ces  formules ,  l'auteur  établit  quelques 
résultats  sur  les  maxima  et  minima,  obtenus  par  Kleinfeller  (')  et 
par  H.  Holmgren  (^). 

Quelques  réllexions  sur  les  formes  indéterminées  des  fonctions^ 
et  sur  la  formule  deTaylor,  terminent  l'article. 

Gyldén  (H.).  —  Méthode  pour  calculer  les  distances  relatives 
des  étoiles  Jixes  d'après  leur  éclat  apparent  et  leur  nombre. 
(5  p.) 

Extrait  d'une  Note  de  l'auteur  insérée  dans  l' OJ'uersigt  af  Svensha 
Vetenskaps-^ékademiens  Ilandlingar . 

RuBENsoN  (R.).  — Notices  météorologiques .  (4^  art.*,  22  p.) 
Sur  la  direction  des  vents  dans  les  cyclones  tropiques,  — L'hy- 
gromètre à  acide  sulfurique.  — Comparaison  des  baromètres  em- 
ployés dans  divers  pays.  —  Sur  la  dépendance  entre  la  densité  de 
la  vapeur  d'eau  et  la  hauteur  au-dessus  du  niveau  de  la  mer. 

HuLTMAN  (F.-W.)  et  Geuer  (B.  V.).  —  Arithmétique  poli- 
tique. (5  p.) 

Les  auteurs  traitent  cinq  questions  d'économie  politique. 


(')   Voir  Serret,  Calcul  différentiel,  §  14. 

(-)  Zeitschrift  fur  Math.  11.  Pkys.,   i3®  année,  1868,  p.  5i5. 

(')   Tidskrift  for  Mate/natiA  oc  h  Fjsi/r,  \^^  année,   iSGS. 


i7a  BULLETIN  DES  SCIENCES 

LiJjvDBEUG  (P.).  — Suf  les  ec/ualions  syrnétiiques.  (9  p.) 

Résolution  élémentaire  des  équations  réciproques  par  la  réduc- 
tion à  des  équations  de  degré  inférieur. 

PuLLicH  (A.).  —  Questioji  de  Géométrie.  (3  p.) 

A....R  (J.).  —  Même  question,   (i   p.) 

HuLïMAiv  (F.-W.).  —  Solution  analytique  de  la  même  question. 

Akerllkd  (J.-R.).  —  Sur  les  séries 

I  +  cos  V  +  cos  21^+...+  cos  nv, 
sine  -i-  sinsc  h-  ...  -4-  sinnt". 

L'auteur  obtient  les  sommes  de  ces  séries  par  de  simples  consi- 
dérations géométriques. 

Falk  (M.).  —  Sur  la   méthode  d'ajyproximation  de  Newton. 
(II  p.) 

Partant  de  la  formule 

h'f"  [a-i-eii)  -f-  ilif'[a)-\-  o.f{a)^o, 

obtenue  en  appliquantla  formule  deTayloràréquationy(«-|-/«)  =  o, 
l'auteur  déduit  immédiatement  la  valeur  approchée  connue  Ai  de  A, 
savoir 

avec  la  condition y( «)/"''(«)  ^  o,  trouvée  par  Fourier.  Il  obtient, 
de  plus,  la  formule  nouvelle  d'approximation  (A' étant  une  valeur 
approchée  de  //) 


k=- 


^'"'i-v'-^fia^î 


avec  la  condition  que  l'on  ait 

lKfyif"'[a)>°' 

La  racine  cherchée  doit  être  simple,  et  comprise  dans  un  inter- 
valle à  l'intérieur  duquel  ne  doit  se  trouver  aucune  racine  des 
équations    /"' (.r)  =  o, /'"  (r)  =  o   cl    /""(.r)  =  o.  Comme    applica- 
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lion,  l'auteur  traite  l'équation  de  Kepler 

X  —  es'\^^x  —  m  =  o, 

pour  des  valeurs  numériques  données  de  e  et  de  m. 

MiLDEBRANDSsoN  (H. -H.).  —  Suv  la  j'esi.stajîcc  de  Idir  à  la  pro- 
pagation du  son.  (4  P-) 

L'auteur  résume  le  Rapport  de  M.  Tyndall  sur  les  expériences 
faites  par  celui-ci,  en  i8j3,  sur  le  sujet  en  question. 

HiLDEBiiAKDSSoiv  (H. -H.).  —  SuT'  la  température  de  la  surface 
de  la  mer  entre  la  Norvège  et  le  Spitzberg.  (4  p.) 

Extrait  du  Mémoire  de  M.  Molin  :  Alberts  Expédition  til 
Spidsbergen  i  JYoï^ember  og  December  1872,  og  dens  vidensha- 
belige  Resultater.  (Cliristiauia,  \idensk.  Selsk.  Forli.,  iBjS.; 

KiELLDAHL  (A. -M.).  —  EMrait  de  ses  papiers  posthumes.  (7  p.) 
Réflexions  sur  l'enseignement  des  Mathématiques. 

HuLTMAJV'  (F.-W.). — Sur  les  cabanes  des  Lapons  et  les  tentes 
des  soldats.  (11  p.) 

Etude  géométrique  sur  leurs  diverses  formes. 

Almqvist  (P.-W.).  —  Solution  de  la  question  102  du  Tidskrift 
for  Matematik  och  Fysik  [i^"^  année ^  1868).  (5  p.) 

Le  problème  dont  l'auteur  se  propose  la  solution  est  celui-ci  ; 
((  Construire  un  carré  dont  les  côtés  soient  tangents  à  quatre  cercles 
donnés  ». 

Falk  (M.).  —  Sur  les  déterminants  fonctionjiels.  (i4  p.^ 
L'auteur  démontre,  en  passant  de  /z  —  i  à  72,  et  sans  faire  usage 
de  la  règle  de  multiplication  des  déterminants,  le  théorème  connu 
sur  la  dépendance  entre  les  fonctions ,  quand  leur  déterminant 
fonctionnel  s'évanouit.  Il  donne  aussi  une  démonstration  du  théo- 
rème, ordinairement  admis  comme  évident,  que  les  équations  qui 
expriment  les  variables  dépendantes  en  fonction  des  variables  in- 
dépendantes peuvent,  quand  le  déterminant  fonctionnel  n'est  pas 
nul,  être  résolues  par  rapport  à  ces  dernières  vari'ables.  Pour  ter- 
miner, il  donne  une  règle,  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  s'assurer 
qu'une  des  variables  dépendantes  désignée  pourra  s'exprimer  en 
l'onction  des  autres. 
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Hambekg  (H.-E.).  —  Extrait  de  lliistoire  du  thernioinèlrc. 
(lop.) 

WicKSEN  (K.).  —  Sur  l'essai  des  valeurs  dans  les  équations  à 
radicaux.  (4  P-) 

Méthode  élémentaire  pour  trouver  si  une  valeur  calculée  de  l'in- 
conue  satisfait  à  l'équation  donnée. 

Malmsten  (C.-J.).  —  Dei>eloppement  de  u  =f[xe'i'^)  en  série, 
ordonnée  suivant   les  puissances  entier efi    et  ascendantes  de  x. 

(7P-) 

L'auteur  obtient  la  formule 

y(^ef')  =f[o)  +  a^x'  -+-  a,x'  -+-...+  (7„,:i"'+  .  .  ., 
où 

p  =z  m 
/'  =  ! 

Cette  série  est  convergente,  quel  que  soit  .r,  si 

1 

liin  -. =o, 

k)g/n 

Mo  étant  le  plus  grand  des  modules  des  quantités J'  {^)if"  ('^)i  •  •  •  • 

Malmstejn    (C.-J.).  —  Problème  de  Calcul  des  probabilités. 

(4  p.) 

L'auteur  cherche  la  probabilité  pour  que,  de  deux  joueurs  égale- 
ment habiles,  l'un  gagne  in  parties  sur  7i.  La  probabilité  cherchée 
du  gain  est 

nm  <  n  (/î  — 0    .  .  («H- I  —  m) 

— ,      ou      n„,  =  — ^ ^ -. 

2"  i  .1  ...  ni 

Ce  résultat  est  ensuite  appliqué  au  jeu  de  wdiist.  M.  F. 
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JIATHEMATISCHE  ANNALEX,  in  Verbindung  mit  C.  Neumann  begriindet  durch 
R.-F.-A.  Clebscii,  gegenwartig  herausgegeben  von  C.  Neumann. 

T.  VIII;  1875  C). 

Zeuthen  (G.).  —  Etude  des  propriétés  de  sUuaiion  des  sur- 
faces cubiques.  (3i  p.;  fr.)- 

Dans  toute  la  Géométrie  de  situation,  la  méthode  des  projec- 
tions et  le  principe  de  continuité,  qui,  dans  les  ouvrages  de  Pon- 
celet,  jouent  le  rôle  essentiel,  ont  une  importance  considérable. 
La  première  méthode  permet  de  ramener  les  unes  aux  autres  les 
formes  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  collinéation-,  le  prin- 
cipe de  continuité  permet  de  passer  d'un  cas  à  un  autre  par  une 
variation  continue  des  constantes. 

Le  travail  de  M.  Zeulhen  condense  divers  travaux  antérieurs 
fondés  sur  ces  deux  méthodes,  entre  autres  un  travail  de  M.  Zeu- 
then  lui-même  sur  les  courbes  du  quatrième  ordre  et  un  travail 
de  M.  Klein  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  [Math.  Ann., 
t.  VII  \  Math.  Ann.  t.  VI).  On  peut  encore  en  rapprocher  un  Mé- 
moire de  M.  Sclilafli  inséré  dans  le  tome  V  des  ylnnali  di  Mate- 
mat  ica. 

Dans  ses  recherches  sur  les  quartiqucs,  M.  Zeuthen  a  discuté  la 
réalité  des  tangentes  doubles  et  établi  l'important  théorème  que 
voici  :  «  Une  courbe  quartique  sans  points  multiples  a,  à  côté  des 
tangentes  communes  à  deux  branches  (dites  de  seconde  espèce), 
quatre  tangentes  doubles  réelles  (de  première  espèce),  dont  les 
deux  points  de  contact  se  trouvent  sur  la  même  branche  ou  sont 
imaginaires.  »  Il  s'est  servi  de  ces  résultats  pour  démontrer  à  nou- 
veau les  théorèmes  de  M.  Sclilafli  [Philosophical  Transactions, 
t.  CLIII)  concernant  la  réalité  des  vingt-sept  droites  d'une  surface 
cubique.  La  connexion  entre  ces  deux  ordres  de  questions  consiste 
en  ce  que,  si  l'on  projette  stéréographiquement  sur  un  plan  une 
surface  cubique,  en  prenant  pour  point  de  vue  un  point  de  la  sur- 
face, le  contour  apparent  est,  comme  l'a  montré  M.  Geiser,  une 
couibe  quartique;  les  vingt-huit  tangentes  doubles  de  cette  quar- 

(')   Voir  Bulletin,  1.  VIII,  ]).   209. 
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tique  sont  les  projections  des  vingt-sept  droites  de  la  surface  et  la 
droite  d'intersection  du  plan  tableau  et  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face cubique  au  centre  de  projection.  iM.  Zeutlien  a  établi  qu'elïec- 
tivement  on  pouvait  déduire  de  cette  façon  une  courbe  quartiqu(; 
réelle  quelconque  d'une  surface  cubique. 

M.  Zeutlien  démontre  par  cette  méthode  une  suite  de  théorèmes, 
donnés  par  M.  Klein  dans  le  travail  déjà  cité,  relativement  aux 
surfaces  cubiques  admettant  vingt-sept  droites  réelles,  et  il  complète 
d'ailleurs  cette  étude  et  s'occupe  en  particulier  des  surfaces  cu- 
biques admettant  un  moindre  nombre  de  droites  réelles;  nous  cite- 
rons comme  exemples  quelques-uns  des  théorèmes  auxquels  il 
parvient. 

Les  droites  à  points  doubles  imaginaires  d'une  surface  de  la  pre- 
mière espèce  forment  un  double  six. 

La  courbe  parabolique  d'une  surface  cubique  de  la  première 
espèce  est  composée  de  dix  branches  d'ordre  pair,  inscrites  à  dix 
triangles  formés  par  les  droites  de  la  sui-face. 

Les  vingt-sept  droites  d'une  surface  cubique  de  la  première  es- 
pèce se  décomposent  en  dix  triangles  circonscrits  à  la  courbe 
parabolique,  en  trente  pentagones,  en  quatre-vingts  tétragones  de 
première  espèce  et  en  soixante  tétragones  de  seconde  espèce. 

Une  surface  cubique  de  la  première  espèce  a  dix  ouvertures. 
Toute  droite  rencontrant  la  surface  en  un  seul  point  passe  par  une 
seule  de  ces  dix  ouvertures.  En  un  point  quelconque  d(;  la  surface 
passent  des  droites  de  quatre  de  ces  dix  collections. 

Fra,hm  (  W.).  —  Note  sur  la  rotation  d'un  corps  solide.  (4  [>•) 
Dans  son  Mémoire  Sur  la.  rotation  d'un  corps,  Jacobi  déter- 
mine, au  moyen  des  fonctions  3^,  la  position  d'un  corps  solide  qui 
tourne  autour  d'un  point  fixe  et  qui  n'est  soumis  à  aucune  force, 
par  rapport  à  un  certain  système  d'axes  mobiles.  M.  Frahm,  dont 
le  travail  est  malheureusement  défiguré  par  quelques  fautes  d'im- 
pression, montre  qu'on  peut  arriver  au  même  résultat,  en  prenant 
un  système  fixe  et  arbitraire  d'axes  de  coordonnées  dans  l'espace. 

Frahm  (  W.).  —  Sur  certaines  équations  différentielles.  (5  p.) 

Partant  d'une  remarque  de  Cayley  (/.  de  d'elle,  t.  32,  p.  J'->.3), 

M.  Frahm  pose  un  système  d'équations  dillérentielles  à  n  variables 

qui,  dans  le  cas  de  //  =  v%  coïncide  avec  les  équations  di/férentielles 
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relatives  au  problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe;  il  en  déduit — équations  diirérentielles  qui  cor- 
respondent aux  équations  bien  connues,  dues  à  Euler,  qui  donnent 
les  projections  de  la  vitesse  angulaire  sur  les  axes  principaux.  Au 
moyen  d'une  transformation  originale,  M..  Frabm  parvient  à  une 
suite  d'intégrales  de  ces  équations  qui  s'expriment  toutes  à  l'aide 
d'uu  déterminant  unique. 

Weber  (L.).   —   JVute  sur  les  surfaces  de  potentiel  constant 

(4  p.) 

Si  une  sphère  métalliqiie  isolée  est  induite  par  un  point  élec- 
trique, elle  représente,  après  la  production  de  l'équilibre  électrique, 
une  surface  de  niveau  du  ])otenliel  total.  Cela  est,  en  apparence, 
contradictoire,  quand  la  spbère  possède  des  densités  électriques  de 
signes  contraires  sur  la  région  de  la  sphère  qui  regarde  un  point  et 
sur  celle  qui  lui  est  opposée.  L'auteur  s'occupe  de  ce  cas  intéres- 
sant :  la  sphère  métallique  n'est  une  surface  de  niveau  que  tout 
autant  qu'elle  se  trouve  enveloppée  entre  deux  surfaces  de  niveau 
consécutives  comme  une  pierre  entre  deux  couches  de  terre. 

Webek  (H.).  —  Nouvelle  denionstratioji  du  théorème  d' Ahel. 

(5p.)  _  ^ 

Dans  la  théorie  que  Riemann  a  donnée  des  fonctions  abéliennes, 

la  considération  de  l'intégrale  y  I<il'  (oui  et  F  représentent  deux 

intégrales  quelconques  relatives  à  vine  même  fonction  algébrique), 

prise  le  long  des  coupures  faites  convenablement  dans  la  surface 

de  Riemann  qui  correspond  à  cette  fonction,  joue,  comme  on  sait, 

un  grand  i"ôle;  c'est  ainsi  que  Riemann  a  obtenu  les  relations  bi- 

linéaires  entre  les  périodes  de  l'intégrale  de  première  espèce,  et  que 

Clebsch  et  Gordan  ont  établi  le  théorème  relatif  à  l'inversion  du 

paramètre  et  de  l'argument  dans  l'intégrale  normale  de   troisième 

espèce.  M.  Weber  montre  que  la  même  méthode  conduit  à  une 

démonstration  simple  du  théorème  d'Abel. 

Voss  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  s uijrices  gauches.  (81  p.) 

La  génération  systématique  des  figures  géométriques  au  moyen 

des  éléments  les  plus  simples  constitue  le  fondement  de  toutes  les 

recherches  géométriques  les  plus  récentes.  Le  caractère  de  chaque 

étude  géométrique  est  déterminé,  d'une  part,  par  le  choix  de  l'élé- 

/juH.  des  Scieiu-es  'rinthcin.  et  astron.,  t.  X.  (Avril    1876.)  I  2- 
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ment  de  l'espace,  d'autre  part,  au  point  de  vue  analytique  par  le 
système  de  coordonnées  qui  sert  à  déterminer  la  position  de  cet 
élément.  Depuis  longtemps,  on  a  pris  l'habitude  de  traiter  ]a 
géométrie  du  plan  en  même  temps  que  celle  du  point;  les  re- 
cherches de  Cayley  et  de  Plûcker  ont  conduit  à  ajouter  à  ces  deux 
géométries  une  troisième,  dans  laquelle  la  ligne  droite  est  consi- 
dérée comme  élément  de  l'espace. 

Cette  discipline,  que  nous  désignerons  sous  le  nom  de  géométrie 
de  laligne  droite,  peut  être  traitée  sous  le  point  de  vue  suivant.  On 
peut  faire  correspondre  toutes  les  droites  de  l'espace  aux  points 
d'une  surface  du  second  degré  dans  un  espace  à  cinq  dimensions, 
de  telle  manière  que  deux  droites  qui  se  coupent  soient  repré- 
sentées par  deux  points  sur  la  même  génératrice  rectiligne  de  cette 
surface.  Ainsi  l'étude  do  la  ligne  droite  dans  l'espace  se  ramène  à 
celle  des  invariants  d'un  système  de  formes  homogènes  à  six  va- 
riables, dont  l'une  est  une  forme  quadratique. 

En  partant  de  ce  point  de  vue,  qui  se  trouve  complètement  déve- 
loppé dans  les  §§  I  et  II,  l'auteur  traite,  comme  introduction  à  une 
série  d'autres  travaux  sur  le  même  sujet,  la  théorie  des  surfaces 
réglées  en  prenant  comme  point  de  départ  l'équation  canonique  (') 

x\  -f-  :*■  ^  +  •^' j  -r-  ^'\  -\-  ^-"l  H-  ^' ii  =  " » 

qui  relie  les  coordonnées  homogènes.  Les  méthodes  générales  de 
l'Algèbre  moderne  sont  ici  remplacées  par  d'autres  plus  particu- 
lières, appropriées  au  caractère  de  cette  forme  quadrati(]ue.  Le  tra- 
vail se  partage  en  deux  Parties.  Dans  l'une  se  trouve  traitée  la 
théorie  générale  des  surfaces  réglées  qui  sont  l'intersection  com- 
plète de  trois  complexes  généraux.  L'auteur  traite  en  particulier 
des  tangentes  principales,  des  lignes  asymptotiques  algébriques, 
des  courbes  formées  par  les  points  des  contacts  de  celles  dès  tan- 
gentes qui  ont  avec  la  surface  un  contact  du  troisième  ordre.  Cetl(î 
dernière  courbe  se  compose,  dans  les  surfaces  réglées,  d'un  certain 
nombre  de  lignes  droites,  nommées  par  lauteur  génératrices  hjpei- 
holoïdiques,  qui  sont  à  l'intersection  delà  surface  proposée  et  d'une 
autre  dont  l'auteur  donne  l'équation. 


(')  Voir  Bidielin,  t.  II,  p.  179. 
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La  seconde  Partie  se  compose  des  surfaces  réglées  de  genre  o. 
Les  coordonnées  de  leurs  génératrices  peuvent  être  représentées 
comme  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  À,  de  sorte  que  l'on  a 

Ces  surfaces  sont  développables  si  l'identité 

1 

est  satisfaite,  etc. 

Comme  exemple,  l'auteur  traite  les  surfaces  rationnelles  dos 
quatre  premiers  degrés,  ^»ous  signalerons,  en  particulier,  l'étude  de 
la  surface  réglée  du  troisième  ordre  à  deux  directrices  infiniment 
rapprochées. 

GcJKDELFiKGER  (S.).  —  Suj'  l in1er[)réLatio7i  géométrique  de 
certaines  formes  algébriques  qui  entrent  dans  la  théorie  des 
courbes  du  troisième  ordre.  (9  p.) 

M.  Gundelfinger  donne,  pour  une  suite  de  formes  et  de  relations 
algébriques  qui  entrent  dans  la  théorie  des  courbes  du  troisième 
ordre,  des  interprétations  géométriques  simples;  en  particulier, 
pour  la  combinante  du  sixième  ordre  de  Brioschi  S'  =  o,  et  pour  la 
conjuguée  ]!::=()  de  la  troisième  classe  d'Aronhold. 

LiJROTH  (J.) .  —  L'imaginaire  en  Géométrie  et  le  calcul  des  ra- 
cines. Exposition  et  développement  de  la  théorie  de  v.  Staudt. 

(69  P-) 

Le  grand  géomètre  v.  Staudt  a,  comme  on  sait,  dans  ses  Bei- 
trâge  zur  Géométrie  der  Lage  (Nûrnberg,  i856-6o),  créé  une 
théorie  complète,  purement  géométrique,  de  l'imaginaire  dans  la 
voie  de  la  Géométrie  moderne.  Cependant  cette  théorie  a  été  plus 
souvent  citée  qu'étudiée,  en  sorte  que  l'on  pourrait  méconnaître 
son  importance.  Cela  tient,  d'une  part,  à  la  complication  des  no- 
tions employées,  d'autre  part,  à  la  forme  pénible  de  l'exposition. 
MM.  August  et  Stolz  se  sont  déjà  proposé  de  rendre  cette  théorie- 
plus  claire  et  plus  abordable  :  le  premier  [Programm  der  Fried- 
richs-Realschule  zu  Berlin,  1872),  en  employant  seulement  des 
notions  élémentaires  et  les  disposant  sous  une  forme  plus  attrayante, 

12. 
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le  second  [Math.Ann.,  1. 1\'},  en  chcrcLanl  à  développer  la  théorie 
au  point  de  vue  analytique. 

Dans  le  présent  travail,  au  contraire,  l'auteur  s'est  proposé  de 
développer  la  théorie  complète  de  v.  Staudt  dans  la  voie  synthé- 
tique ouverte  par  l'inventeur,  d'y  ajouter,  et  aussi  d'eu  donner  une 
exposition  plus  claire.  Nous  devons  faire  remarquer  que  l'auteur  a 
égard  aux  recherches  importantes  de  Grassmann  sur  les  courhes 
algébriqvu^s.  Grassmann  [jiusdelinungslehre^  1 862,  p.  1 89  -,  Journal 
de  d'elle,  t.  31,  36,  42,  A\^  49)  a  donné  la  définition  suivante, 
purement  géométrique,  d'une  courbe  algébrique  : 

Si  la  position  d'un  point  variable  ^  dans  un  plan  est  assujettie 
à  cette  condition,  qu'un  certain  point  a  doit  se  trouver  sur  une; 
droite  r/,  le  point  a.  et  la  droite  d  étant  déduits  de  $  par  des  con- 
structions qui  n'emploient  c[ue  la  règle,  alors  le  point  ^  décrit  une 
courbe  d'ordre  d'ordre  «,  s'il  a  été  employé  Ji  lois  dans  ces  construc- 
tions. Réciproquement,  toute  courbe  du  /i'*""^  ordre  peut  être  en- 
gendrée de  cette  manière. 

M.  Liiroth  déduit  de  cette  définition,  et  par  une  voie  purement 
géométrique,  le  théorème  de  Bézout,  qui  est  regardé  si  volontiers 
comme  un  axiome  par  les  géomètres  synthétiques. 

Il  sera  utile,  croyons-nous,  de  donner  les  points  principaux  de 
la  théorie  de  v.  Staudt,  tels  qu'ils  sont  développés  dans  le  présent 
travail. 

Il  s'agit  d'abord  de  donner  une  définition  de  l'élément  imaginaire  ; 
du  point,  du  plan,  de  la  droite  imaginaire. 

Un  point  ijnaginaire  est  représenté  par  la  droite  réelle  qui  le 
relie  au  point  imaginaire  conjugué,  par  l'involution  qui  se  trouve 
sur  cette  ligne  droite  et  qui  a  pour  points  doubles  les  deux  points 
imaginaires,  et  par  un  sens  fixé  sur  la  droite,  qui  distingue  l'un  des 
points  de  son  conjugué,  en  sorte  que  les  deux  points  répondent  à 
des  sens  opposés.  Le  plan  imaginaire  a  une  définition  analogue, 
qu'on  déduit  de  la  précédente  par  la  théorie  des  polaires  réci- 
proques. 

Pour  les  droites  imaginaires,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer.  Une 
telle  droite  peut  avoir  un  point  réel,  et  alors  elle  est  représentée  par 
un  faisceau  de  rayons  (droites  d'un  plan  passant  par  un  point),  par 
une  involution,  et  par  un  sens  qui  l'accompagne.  Elle  peut  aussi 
n'avoir  aucun  point  réel;  alors  elle  csl  dilc  droite  de  secojide  espèce, 
et  elle  est  représentée  par  les  droites  réelles,  prises  encore  avec  un 
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sens  déterminé,  qui  coupent  cette  droite   en  même  temps  que  sa 
conjuguée. 

Von  Staudt,dans  sa  Géométrie  derLa^e  (>ûrnbcrg,  1847)5  avait 
délîni  la  projeclivité  dans  les  figures  à  une  dimension,  eu  se  bor- 
nant aux  éléments  réels,  de  la  manière  suivante.  11  avait  d'abord 
défini  la  situation  harmonique  de  quatre  éléments,  par  l'emploi  du 
quadrilatère  complet,  et  il'posa  ensuite  la  définition  suivante;  «Deux 
ligures  à  une  dimension  sont  dites  projectives  (lioraographiques), 
si  leurs  éléments  se  correspondent  de  telle  manière  qu'à  quatre 
éléments  harmoniques  de  l'une  correspondent  toujours  quatre  élé- 
ments harmoniques  de  l'autre  »  ['voir  à  ce  sujet  une  Note,  JMath . 
Annal.,  t.  VII,  p.  53 1 ,  à  laquelle  M.  Lûroth  a  égard).  Une  telle  dé- 
finition est  suffisante,  aussi  suffisante  pour  les  éléments  imaginaires, 
comme  M.  Lûroth  le  prouve  à  l'aide  de  quelqiu^s  lemmes. 

Tel  est  le  contenu  de  Ja  première  Section  du  travail  actuel.  Le 
second  Chapitre  est  consacré  au  calcul  avec  des  racines;  v.  Staudt  dé- 
signe sous  le  nom  de  Wurf  [^)  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
éléments  d'une  figure  à  une  dimension  5  ce  rapport  ne  se  présen- 
tant pas  ici  comme  quotient  de  segments,  et  même  n'étant  pas  d'a- 
bord introduit  comme  numériquement  exprimable,  mais  simplement 
comme  une  propriété  de  quatre  éléments,  dépendant  à  la  vérité  de 
leur  ordre,  mais  subsistant  après  leur  déformation  homographique. 
L'addition  des  racines,  leur  multiplication  doivent  donc  être  dé- 
finies seulement  par  des  opérations  géométriques  pour  lesquelles 
on  a  à  démontrer,  afin  de  justifier  la  dénomination  choisie,  les  pro- 
priétés de  commutativitéetdedistributivitéqui  caractérisent  l'addi- 
tion et  la  multiplication  arithmétiques  ordinaires.  Les  constructions, 
dans  lesquelles  on  considère  une  conique  comme  renfermant  les 
éléments  sur  lesquels  on  opère,  sont  très-élégantes.  Elles  permettent, 
pour  les  éléments  imaginaires  aussi  bien  que  pour  les  éléments 
réels,  de  constituer  un  calcul  géométrique  avec  les  racines,  qui  a 
la  même  généralité  que  le  calcul  algébrique  ordinaire.  Ainsi 
M.  Lûroth  démontre  de  cette  manière  qu'une  équation  algébrique 
du  /i'*^™^  ordre  a  n  racines,  et  il  obtient  aussi,  comme  il  a  été  indiqué 
plus  haut,  en  partant  de  la  définition  de  Grassmann,  une  démon- 
stration du  théorème  de  Bézout. 

(')   Jf'ii'f,  im>t  iiilradiiisiblp. 


i82  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Lie  (S.).  —  Fondements  de  la  théorie  des  transformations  de 
contacts.  (89  p.) 

Les  importantes  recherches  qui  sont  réunies  dans  ce  Mémoire 
avaient  été  publiées  séparément  dans  les  Forhandlinger  i  Fidens- 
kabs-Selshabet  i  Christiania;  elles  concernent  la  théorie  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Sans  doute,  onne  peut 
pas  en  extraire  une  nouvelle  méthode  d'intégration,  ni  en  retirer 
quelque  avantage  pratique.  Elles  sont,  au  contraire,  indépendantes 
des  méthodes  employées  pour  l'intégration  de  ces  sortes  d'équa- 
tions, et,  tant  qu'on  cherchera  à  ramener  celles-ci  aux  équations 
dilïérentielles  ordinaires,  elles  garderont  leur  valeur;  mais  l'auteur 
place  avec  raison  en  première  ligne,  non  l'utilité  que  ses  recherches 
peuvent  présenter  pour  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  mais  une  connaissance  plus  approfondie  de  l'essence 
même  de  ces  équations. 

Son  Mémoire  est  divisé  en  trois  Parties,  relatives  à  la  théorie  de 
la  transformation  de  contact,  à  la  théorie  des  groupes  et  à  la  théorie 
des  groupes  homogènes. 

La  transformation  de  contact,  dont  le  nom  indique  l'origine  géo- 
métrique, peut  être  définie  de  la  manière  suivante  : 

Soient  Z,  Xi,  X,, .  .  . ,  X„-,  Pi,  P2, .  .  . ,  P„  des  fonctions  des  va- 
riables indépendantes  c,  Xi,  .Ta,.  .  • ,  J?„;  p\i  p^-,-  •  "i  Pni  satisfai- 
sant identiquement  à  r équation 

Ar;n  k  =  n 

dZ  —  \  P„<^/X„  =-  p  Idz—  y  pndxA  ]  . 

la  substitution  définie  par  les  2/i  -+- 1  équations 
2'  — Z,   x'i  —  X,,  /i  — P. 

constitue  une  transformation  de  contact. 

La  recherche  de  toutes  les  transformations  de  contact  apparaît 
ainsi  comme  un  cas  particulier  du  problème  de  Pfalf,  et  l'on  peut  la 
poser  dans  les  termes  suivants  : 

L'expression 


dz 


\pkdxk 
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ayant  naturellement  la  forme  canonique,  on  demande  de  la  mettre, 
de  la  façon  la  plus  générale  possible,  sous  une  nouvelle  forme  ca- 
nonique. 

La  théorie  du  problème  de  PfaiV  conduit  à  deux  modes  de  solu- 
tions. 

Partant  des  relations  connues  entre  deux  formes  canoniques 
d'une  expression  différentielle  linéaire,  on  voit  que,  en  posant  une 
suite  d'équations  arbitraires  entre 

on  peut,  au  movcn  de  simples  différentiations  et  d'une  élimination, 
parvenir  à  des  équations  qui  déterminent  complètement  une  trans- 
foi'mation  de  contact. 

La  seconde  méthode  repose  sur  la  réduction,  donnée  par  Clebscli, 
du  problème  de  Pfalf  à  une  série  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles simultanées;  elle  conduit  aux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  Z,  Xi,  Xj, .  .  . ,  X„, 
pour  que  les  équations 

z'  =  Z,       X'i  :=:  X,- 

définissent  une  transformation  de  contact.  Si  l'on  prend  ii  -\-  \ 
fonctions  indépendantes,  satisfaisant  à  ces  équations,  les  n  fonc- 
tions P,-  s'obtiendront  par  la  résolution  d'équations  linéaires. 

Bornons-nous  à  ce  genre  de  transformations  de  contact,  particu- 
lièrement important  à  considérer,  que  l'auteur  désigne  sous  le  nom 
de  transformations  entre  x^p\  dans  ces  transformations,  les  X,  et 
les  Pj  ne  contiennent  pas  z.  La  première  méthode  montre  que  des 
relations  posées  arbitrairement  entre 

OÙ  A  est  une  constante,  conduisent  toujours  à  une  transformation 
de  contact  déterminée  entre  x^p.  La  seconde  méthode  montre  que 
les  fonctions  X,, .  .  . ,  X„  satisfont  aux  équations 

Au\àxh  djj^      di>k  axk) 
Inversement,  n  fonctions  Xi,  Xj, .  .  . ,  X„,  indépendantes  entre  elles, 
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satisfaisant  à  ces  équations,  fournissent  toujours  une  transformation 
de  contact.  On  devra  prendre  Z  sous  ia  forme 

z=3A2H-n, 

A  étant  une  constante,  et  II  une  fonction  ne  contenant  que  les  x  et 
les/?,  et  complètement  déterminée  à  une  constante  additive  près. 
L'auteur  est  ainsi  conduit  au  théorème  fondamental  que  voici  : 
Pour  que  les  'in  équations 

X\  =  X„       //;  =  P, 

définissent  une  transformation  de  contact  entre  ^r,  /^,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  équations 

(X„  P.)  =  (X„  P,)  =. .  .=  (X„,  P„)  =  consl. 

soient  satisfaites. 

Il  applique  ensuite  ces  résultats  à  une  classe  particulièrement 
importante  de  transformations  de  contact,  dites  homogènes;  elles 
transforment  les  fonctions  des  x', , .  .  . ,  //„  ,  homogènes  par  rapport 
aux  /Y,  en  fonctions  des  Xi, .  .  . ,  /^,  homogènes  par  rapport  aux  p. 
Les  transformations  homogènes  correspondent  à  des  équations  de 
la  forme 

et  l'on  a  le  théorème  suivant  : 

Si  les  n  équations  x'i  =  X,-  répondent  à  une  transformation  de 
contact  qui  soit  homogène,  les  fonctiojis  Hi^^^t-  -  •  t^n  doivent 
être  des  fonctiojis  homogènes,  par  rapport  aux  /?,  d'ordre  nul,  et 
satisfaire  aux  relations 

(X,-,Xy)=0. 

Inversement.,  n  fonctions  X,  remplissant  ces  conditions  et  indépen- 
dantes entre  elles.,  déterunnent  complètement  une  transformation 
homogène  de  contact,  définie  par  les  équations 

Z'=Az-hB,     a:'i  =  Xi. 
M.  Lie  désigne  sous  le  nom  de  transformations  infinitésimales 
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(les  transformations  de   contact    définies  par  des  équations  de  la 

forme 

x\  =  :r,  H-  £  M,-,     Pi  =  pi-i-  £  n,-, 

où  e  est  une  quantité  infiniment  petite.  Si  l'on  fait 

x'i  —  Xi  =  dxi,     p'i  —  Pi  =  dfi,     £  =  <//, 

les  équations  qui  définissent  une  pareille  transformation  de  con- 
tact prennent  la  forme  canonique 

fjxi_àn       <lf!i_^_àVL 
clt        dpi        dt  Oxi 

où  H  est  une  fonction  homogène  du  premier  ordre. 

L'auteur  termine  la  première  Section  eu  donnant  le  lien  des  di- 
verses méthodes  d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
données  par  Jacobi  dans  sa  Nova  nietliodus.  On  obtient  une  so- 
lution complète  de  l'équation 

X,  (:r,,.r2, . .  .,  x„; p>,  p„. .  -, p,.)  =  consl., 

où  les  p  ont  été  mis  à  la  place  des  -  —  ■>  au  moyen  de  n —  i  fonc- 
tions Xj,  X3, . .  . ,  X„,  indépendantes  entre  elles  et  indépendantes  de 
la  fonction  Xj,  qui  doivent  satisfaire  aux  équations 

(X,-,Xy)--=0. 

Les  fonctions  Xi,  X,,.  . . ,  X„  doivent  être  indépendantes  par  rap- 
port aux/;;  il  y  avait  là  une  difficulté  qu'aucune  méthode  n'avait 
encore  permis  de  lever.  M.  Lie  rapproche  la  méthode  d'intégration 
de  Cauchy,  pour  les  équations  qui  contiennentla  fonction  inconnue, 
des  résultats  obtenus  par  Clebsch  dans  la  théorie  du  problème  de 
Pfair,  qui  se  rapportent  au  cas  particulier  d'une  équation  aux  dé- 
rivées partielles,  et  parvient  à  montrer  que  cette  condition  d'in 
dépendance  des  fonctions  relativement  aux  p  est  complètement 
superllue.  En  même  temps,  il  donne  la  solution  du  problème  gé- 
néral de  la  transformation  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  c'est-à-dire  de  la  question  suivante  :  «  Etant  donnée 
la  solution  complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre,  en  déduire  la  solution  complète  des  équations  aux  dé- 
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rivées  partielles  qui  résullent  de  la  première  par  une  transforma- 
tion de  contact.  » 

La  seconde  Section  commence  par  la  définition  de  ce  que  M.  Lie 
appelle  un  groupe. 

/■  fonctions  indépendantes  Ui,  «2vi  "r  des  in  variables  Xj,..., /j„ 
forment  un  groupe^  si  les  expressions  («,-,  iij)  peuvent  être  expri- 
mées au  moyen  des  fonctions  «5  en  particulier,  le  groupe  est  dit 
eu  involution.,  si  les  expressions  («,-,  u,)  sont  nulles.  Une  fonction  U 
appartient  au  groupe  z^i,.  .  . ,  u,.  ou  en  fait  partie,  si  elle  est  fonc- 
tion des  quantités  Mj,  «av  ■  •  •>  "r- 

Soient  ri,...,tv  des  fonctions  indépendantes,  appartenant  au 
groupe  tii,.  .  .,  u,.\  elles  constituent  un  groupe  équivalent,  ou  une 
autre  forme  de  groupe.  Enfin  toute  transformation  de  contact 
appliquée  aux  éléments  d'un  groupe  fournit  aussi  un  groupe. 

Ces  définitions  et  ces  théorèmes  préliminaires  sont  essentiels 
pour  préciser  le  but  principal  de  cette  Section.  On  peut  le  formuler 
ainsi  :  Trouver  toutes  les  propriétés  d'un  groupe  qui  sont  indépen- 
dantes de  la  forme  de  ce  groupe,  et  qui  ne  sont  pas  altérées  par  une 
transformation  de  contact  quelconque.  On  arrive  ainsi  à  se  poser 
le  problème  suivant  :  Trouver  toutes  les  relations  entre  une  suite 
de  fonctions  des  x  et  des  p.,  qui  restent  invariables  par  les  trans- 
formations de  contact.  Naturellement,  ces  transformations  doivent 
être  des  transformations  entre  x.,p.  Cette  recherclie  aboutit  à  sim- 
plifier l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre. 

Comme  point  de  départ,  M.  Lie  établit  le  théorème  suivant  : 

«  Soit  «,,...,  Ur  un  groupe",  les  /•  équations  linéaires 

(m,  V;=o,      ...,      [ur,y)  ■=  o 

forment  un  système  complet  et  possèdent  in  —  /•  solutions  indé- 
pendantes. » 

D'après  le  théorème  de  Poisson  et  de  Jacobi,  ces  solutions  con- 
stituent un  second  groupe,  qui  sera  dit  le  groupe  polaire  du  pre- 
mier. Le  groupe  polaire  de  ce  groupe  polaire  est  équivalent  au 
premier  groupe-,  deux  groupes  sont  équivalents,  s'ils  possèdent  le 
même  groupe  polaire.  Les  Çoncl'ions  particularisées  ' ausgezeichnete 
Funhtionen)  d'un  groupe  sont  les  solutions  du  système  complet 
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d'équations  correspondant  à  ce  groupe,  qui  peuvent  s'exprimer  en 
fonction  des  éléments  de  ce  groupe  5  elles  appartiennent  aussi  au 
groupe  polaire,  et  inversement  5  on  peut  toujours  déterminer  algé- 
briquement combien  un  groupe  donné  admet  de  fonctions  particu- 
larisées. Si  un  groupe  en  contient  m,  leur  détermination  complète 
exige  l'intégration  d'un  système  de  7?i  équations  dllférentielles  or- 
dinaires. 

Dans  le  nombre  infini  de  formes  équivalentes  qu'un  groupe 
donné  peut  revêtir,  il  y  en  a  une  particulière  qui  est  dite  Xa  forme 
canotiique.  Soient  Xi,  X2,.  •  • ,  X^ ^  Pj,  P,, .  •  . ,  P,;^  les  éléments  de 
cette  forme  du  groupe  ^  ou  devra  avoir 

(X.-,  Xy)  :=--  (P,-,  P,)  =  (X,,  Py)  =  O,        (X,,  P,-:  =1, 

\1.  Lie  montre  que,  par  des  intégrations  successives,  on  peut  tou- 
jours amener  un  groupe  à  prendre  cette  forme;  il  est  conduit  en 
même  temps  à  cette  proposition  importante  :  La  difféj-ence  entre 
le  nombre  de  termes  d' an  groupe  et  le  nombre  des  Jonctions 
particularisées  de  ce  groupe  est  toujours  un  nombre  pair.  Si 
Xi,  Xj,.  . . ,  X^;  Pi,  P^,-  •  • ,  Pj^iSont  les  éléments  d'un  groupe  cano- 
nique, on  peut  toujours  trouver  d'autres  fonctions  X^+i, .  .  . ,  X„  ; 
P^.+i,.  •  .,Pn,  telles  que  X,,  Xg, .  .  . ,  X„,  Pi,P2,...,P„  forment 
aussi  un  groupe  canonique. 

Parvenant  enfin  à  la  solution  de  la  question  principale  posée 
dans  la  seconde  section,  M.  Lie  établit  que  les  seules  propriétés 
d'un  groupe  qui  ne  dépendejit  pas  de  la  forme  de  ce  groupe,  et 
restent  invariables  après  une  transformation  de  contact  quel- 
conque, sont  le  nombre  des  termes  et  le  nombre  des  fonctions 
particularisées . 

M.  Lie  clierche  de  la  même  façon  les  relations  invariantes  qui 
existent  entre  un  groupe  et  un  sous-groupe  que  l'on  y  suppose 
contenu.  Relativement  aux  systèmes  en  involution  contenus  dans 
un  groupe,  il  parvient  à  l'important  théorème  qui  suit  :  «  Si  un 
groupe  de  2^  -h  m  termes  contient  m  fonctions  particularisées,  on 
peut  trouver  des  systèmes  en  involution  ayant  au  plus  m  -h  q 
termes  et  contenus  dans  le  groupe  donné.  »  La  recherche  d'un  tel 
système  exige  les  opérations 

w,  m  —  I,.  .  .,  o,  I,     2</  — 2,     9.7  — 4,. -.,2. 
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(Pour  M.  Lie,  l'opération  m  signifie  la  découverte  d'une  intégrale 
de  771  équations  dilïérenti elles  ordinaires).  Ce  théorème  conduit 
l'auteur  à  montrer,  relativement  à  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  comment,  dans  eliaque  cas  particulier,  on  peut 
utiliser  certaines  circonstances  partielles-,  mais,  avant  de  mettre  en 
lumière  ces  simplifications  en  les  appliquant,  M.  Lie  aborde  l'impor- 
tant problème  que  voici:  «  Etant  données /-fonctions  Fi,F2,.  .  .,Fr 
de  OTi, .  .  . ,  pn-,  et  7-  fonctions  F', ,  F'^ , .  .  . ,  F',,  de  x', , .  .  . ,  //„ ,  sous 
quelles  conditions  existe-t-il  une  transformation  de  contact  qui 
change  chaque  fonction  F,-  en  la  fonction  correspondante  \\  ?  » 

Voici  maintenant  la  substance  de  ce  qui  concerne  les  méthodes 
d'intégration. 

Etant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles 

F,(:r,,^2,. .  .,  Xn,p^,p2,. .  .,pn]  =  consl., 
il  faut  d'abord  chercher  une  solution/  de  l'équation  linéaire 

(^^^/')  =  o. 

Dans  les  applications  à  la  Dynamique,  on  connaît  le  plus  souvent, 
non-seulement  une,  mais  plusieurs  solutions.  Les  méthodes  ha- 
bituelles ne  tirent  aucun  profit  de  cette  circonstance,  que  les 
recherches  précédentes  permettent  d'utiliser.  Soient,  en  elFet, 
fiif^i .  .  .  plusieurs  solutions  :  ou  elles  forment  un  groupe,  ou  elles 
permettent  de  constituer  un  groupe  par  la  suite  des  opérations 
ijiifi)-,'  .  ••  D'après  le  théorème  de  Poisson  et  de  Jacobi,  chaque 
terme  de  ce  groupe  est  en  involutioii  avec  la  fonction  Fj.  Les 
théorèmes  précédents  permettent  de  trouver  combien  de  termes 
possèdent  les  systèmes  en  involution  contenus  dans  ce  groupe,  et 
combien  d'intégrations  nécessite  la  formation  d'un  tel  système  en 
involution;  on  obtient  ainsi  une  suite  de  fonctions  Fa,  F3,.  .  . ,  F,, 
qui  sont  en  involution  entre  elles  et  avec  la  fonction  Fj.  La  mé- 
thode d'intégr-ation  de  Lie  [Alath.  A7i7iale7i,  t.  \I,  p.  162;  t.  VIII, 
p.  3i3)  permet  alors  de  substituer  à  l'équation  donnée,  où  les  va- 
riables indépendantes  étaient  au  nombre  de  ;z,  une  autre  équation 
où  il  n'entre  plus  que  71 —  (y  —  i)  variables  indépendantes.  Celte 
méthode,  en  bénéficiant  des  circonstances  que  nous  avons  dites, 
exige  évidemment  moins  d'intégrations  que  les  méthodes  ordi- 
naires. L'auteur  montre  comment,   dans  chaque  cas  particulier,  il 


I 
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conviendra  le  mieux  d'utiliser  les  intégrales  connues,  et  fait  un 
usage  intéressant  de  son  extension  de  la  méthode  de  Caucliy.  L  uti- 
lité de  son  procédé  apparaît  dans  l'exemple  qu'il  donne,  le  pro- 
blème des  trois  corps.  Par  la  transformation  de  Jacobi,  ce  problème 
est  ramené  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  à  six  variables  indépendantes.  Soit 

-      U  =  /i 

cette  équation  5  le  théorème  des  aires  fournit  trois  solutions  de 
l'équation  (H,F)  =  o;  ces  trois  solutions  foi-ment  un  groupe, 
qui  n'est  pas  en  involution.  Le  nombre  ni  des  fonctions  particu- 
larisées de  ce  groupe  doit  être  tel  que  3  —  /«  soit  un  nombre  pair; 
ou  a  donc  7/2=1.  Le  groupe  eu  question  contient  donc  un  système 
en  involution  de  deux  termes,  et  ce  système  peut  être  obtenu  par 
une  opération  i .  Cette  opération  s'elfectue,  et  la  solution  du  pro- 
blème des  trois  corps  est  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  quatre  variables  indé- 
pendantes, c'est-à-dire,  d'après  les  méthodes  de  Lie  et  de  Mayer, 
qu'elle  nécessite  seulement  les  opérations  6,  4^  ^-• 

La  troisième  Section  est  consacrée  à  l'étude  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  telles  que 

(i)  F{x,,x„. .  .,x,r,p^,pi,.  ..,/?„)  =  0, 

qui  ne  contiennent  pas  la  fonction  inconnue.  Le  cas  général  se 
ramène,  comme  on  le  sait,  à  ce  cas  particulier,  et  c'est  ici  qu'appa- 
rait  l'importance  de  transformations  homogènes  de  contact.  Si,  en 
effet,  dans  l'équation 

-p,  /  àxn    dxn  âx„ 


àx,     dx-2  àxn-x^ 

on  met,  à  la  place  de  j:„,  une  fonction  inconnue  z^   liée  à  x^  par 
une  équation  de  la  forme 

Z(^,,  X2,...,  Xn)  =  consl., 
l'équation  donnée  prend  la  forme 

F  (  X,,  Xi,  .  .  .,  Xn-i,  Xn,    ~  •>   ■ —1  •  '  •  5  ^-^   )    =  O, 


Pn  Pn  Pr. 

qui  est  un  cas  particulier  de  l'équation  (i) 
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Au  lieu  des  groupes  généraux  de  la  Section  précédente,  inter- 
viennent des  groupes  homogènes;  au  lieu  des  transformations  de 
contact  générales,  des  transformations  homogènes. 

Un  groupe  est  dit  houiogène  quand  il  peut  être  mis  sous  une 
forme  telle  que  chaque  terme  soit  une  fonction  homogène  par  rap- 
port aux  p.  Si  toutes  les  fonctions  sont  de  degré  zéro,  le  groupe  est 
en  involution.  Le  groupe  polaire  d'un  groupe  homogène  est  homo- 
gène, et  les  fonctions  particularisées  des  deux  groupes  sont  homo- 
gènes. Les  groupes  homogènes  sont  susceptibles  àc  formes  cano- 
niques où  chaque  terme  est  homogène,  et  qui  sont  ou  non  distinctes, 
selon  que  les  fonctions  particularisées  du  groupe  sont  toutes,  ou  ix; 
sont  pas  toutes  d'ordre  nul.  Par  une  voie  analogue  à  celle  qui  a 
été  suivie  dans  la  deuxième  Section,  on  parvient  à  ce  théorème  : 
Les  seules  propriélés  d' un  groupe  homogène  qui  soient  indépen- 
dantes de  la  forme  de  ce  groupe,  et  qui  ne  soient  pas  changées  par 
une  transformation  homogène,  sont  le  nom-hre  des  termes,  le 
nombre  des  fonctions  particularisées  et  le  nombre  des  fonctions 
particularisées  d' ordre  nul. 

M.  Lie  applique  ensuite  ces  propositions  à  l'intégration  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  qui  ne  contiennent  pas  la  fonction 
inconnue. 

La  lin  de  ce  travail  concerne  le  théorème  de  Poisson  et  de  .Ta- 
cobi  ;  on  peut  la  résumer  en  ces  termes  :  //  n'existe  pas  d'opéra- 
tions algébiiques  indépendantes  de  la  forme  de  la  fonction 
donnée  f.^  qui  permettent  de  déduire  de  deux  ou  plusieurs  solu- 
tions de  l' équivalent  (f  a)  rzr:  o  de  nous^'elles  solutions  Jion  suscep- 
tibles d'être  fournies  par  une  application  répétée  du  théorème 
de  Poisson  et  de  Jacobi. 

Cette  proposition  montre  en  particulier  que  l'intéressant  théo- 
rème de  M.  Laurent  [Journal  de  Liouville,  i"  série,  t.  X\I1, 
p.  4^2)  ne  donne  pas  de  solutions  distinctes  de  celles  que  fournit 
le  théorème  de  Poisson  et  de  Jacobi. 

Mayer  (A.).  —  Sur  une  extension  de  la  méthode  de  Lie.  (4  p.) 
Sous  sa  forme  primitive,  la  méthode  de  M.  Lie  exige,  pour  ra- 
mener l'intégration  d'une  équation 

^A^[x^,x2,. .  .,Xn;p^,pi,. .  .,p„j  ^  consl. 
à  une  équation  où  les  varial)les  indépendantes  soient  an   nombi-e 
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de  m  —  I ,  que  l'on  connaisse  des  fonctions  Hj,  H3, .  .  . ,  H,„  des  va- 
riablesxi,  X2, .  .  . ,  x„-,  pi-jp^i  •  •  •  iPm-,  qui  soient  indépendantes  entre 
elles,  qui  satisfassent  aux  conditions 

(H„Hy)  =  0, 

et  qui,  en  outre,  de  même  que  dans  la  méthode  de  Jacobi,  soient 
izidépendantes  entre  elles x[uand  on  les  regarde  seulement  comme 
des  fonctions  des  p. 

La  jNote  de  M.  Mayer  montre  que  cette  dernière  restriction  est 
superflue;  elle  fournit,  par  conséquent,  cette  même  extension  de 
la  méthode  de  M.  Lie,  que  M.  Lie  lui-même  avait,  dans  le  Mémoire 
précédent,  donnée  pour  la  méthode  de  Jacobi. 

Mayeu  (A.).  —  Etablissement  direct  de  la  théorie  des  transfor- 
mations de  contact.  (9  p.) 

Dans  le  Mémoire  de  AL  Lie,  la  théorie  des  transformations  de 
contact  est  établie  indirectement,  en  partant  des  résultats  obtenus 
par  Clebsch  dans  l'étude  du  problème  général  de  Pfaff,  problème 
qui  est  beaucoup  plus  compliqué.  M.  Mayer  établit  directement 
les  formules  fondamentales,  et  rend  ainsi  le  travail  de  M.  Lie  indé- 
pendant de  la  solution  du  problème  de  Pfalf. 

Meutzker  (P.)-  —  Recherches  relatives  au  potentiel  logarith- 
mique. (4o  p.) 

Etant  donnés  dans  un  plan  deux  points  de  masses  //z,  ju,  et  de  di- 
stance ;•,  attirés  l'un  vers  l'autre  par  une  force  P  =  — -1  la  fonction 

V  =:  m  log/',  dont  les  dérivées  partielles  changées  de  signe  donnent 
les  projections  de  la  force  P  sur  les  axes  de  coordonnées,  prend, 
comme  on  le  sait,  le  nom  de  potentiel  logarithmique  du  point //i 
relativement  à  la  masse  f;.  =  j . 

Les  paragraphes  2  à  8  contiennent  différents  théorèmes  sur  le 
potentiel  logarithmique  d'un  anneau  elliptique  limité  par  deux 
ellipses  homofocales,  et  sur  celui  de  la  surface  d'une  ellipse  :  l'au- 
teur se  sert  de  coordonnées  elliptiques,  qu'il  introduit  au  moyen  de 
l'équation 

X  -f-  iy  z=  C  COS  (  Cl)  —  iO), 

où  les  deux  paramètres  w  et  Q  définissent  les  hyperboles  et  les 
ellipses  du  système  de  coordonnées,  et  où  C  est  une  constante.  La 


192  BULLETIN   DES  SCIENCES 

surface  d'un  anneau  elliptique  J^  et  la  surface  J^  d'une  ellipse  sont 
données  par  les  formules 


Or  Or 

2  '  •'  q 


I.  =  -^  [e''>  +  e--" ]dO,     Ifz^  —  le'"—  ^-^« ^ 


Le  développement  du  logarithme  de  la  distance  de  deux  points 
par  la  série  de  P'ourier  conduit,  pour  le  potentiel  d'un  anneau 
elliptique  infiniment  étroit  et  pour  le  potentiel  de  la  surface  d'une 
ellipse,  à  des  formules  auxquelles  on  peut  substituer  les  théorèmes 
suivants  : 

«  Relativement  à  un  anneau  elliptique,  les  courbes  de  potentiel 
constant  sont  d'une  nature  transcendante  pour  les  points  extérieurs, 
et  pour  les  points  intérieurs  des  hyperboles  équilatères. 

;)  Le  potentiel  de  la  surface  d'une  ellipse  par  rapport  à  un  point 
intérieur  0,,  w^  est,  abstraction  faite  d'une  constante,  donné  par  la 
formule 

gnC'l'e"^'  -\-  e-'^i       ^        ^j 

4 


»  Pour  un  point  extérieur  6„,  a)„,  le  potentiel  s'obtient  en  multi- 
pliant la  masse  M  de  la  surface  elliptique  par 


los h 


2  2e 


2^„ 


Les  potentiels  de  deux  surfaces  homogènes  limitées  par  des 
ellipses  homofocales,  relativement  à  un  point  qui  leur  est  extérieur, 
sont  proportionnels  aux  masses  de  ces  deux  ellipses. 

Le  §  8  contient  deux  théorèmes  sur  les  anneaux  elliptiques,  qui 
correspondent  à  deux  théorèmes  de  Steiner  donnés  dans  le  Journal 
de  d'elle,  t.  i^,  p-  \i\i. 

La  seconde  Partie  (§^^'  9-20)  contient  la  solution,  par  quatre  mé- 
thodes différentes,  d'un  problème  qui  se  présente  dans  la  théorie 
de  la  chaleur.  En  particulier,  on  demande  de  trouver  la  densité  q^ 
qui  définit  la  distribution  de  la  masse  sur  l'ellipse  (0),  de  façon  que 
son  action  sur  un  point  extérieur  quelconque  soit  la  même  que 
l'action  d'un  point  (0^5  ^r)  intérieur  à  l'ellipse  donnée.  La  compa- 
raison des  valeurs  des  potentiels  relatifs  à  la  masse  répandue  sur  la 
circonférence  de  l'ellipse  et  à  la  masse  du  point  intérieur  donne. 
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pour  cette  densité,  la  valeur 


gnO,.  _  ^-hO^      _  '     ^ 


sin/lov —  sinno) 


(A 


e"«+é>-"«  '  /  ds 

Supposant  m  =  i  et  remplaçant  alors  q,  par  rl-[\  le  problème  on 
question  sera,  pour  un  point  intérieur  (0^,  w,.),  résolu  par  la  Ibr- 
raule 

où  A  est  le  contour  qui  limite  la  surface  donnée,  ^^  la  valeur  sur 
le  contour  de  la  fonction  cliercliée  4>,  et  ds  un  élément  d'arc  de  ce 
contour.  En  remplaçant  ^,  par  une  série  de  Fourier, 

«  =  00 

^,— Pu-i-  \  f  P„cosnw  H- QnSin/ioj), 

n  =  t 

on  aura,  pour  la  valeur  de  la  fonction  0  au  point  /•, 

«=  » 


La  forme  de  cette  solution  conduit  aux  questions  suivantes  ; 
L(;s  fonctions 

C  C 

o  =  1 ,     tj;  1=:  -  (  e"'  -f-  e- "''  )  cos  n «,     -/  =  -  ( e''''  —  e"''" )  sin  /î o) 

sont-elles,  ainsi  que  leurs  premières  dérivées,  uniformes  et  con- 
tinues, et  satisfont-elles  à  l'équation 

A. .  .  =—^ \ ^—  =  o, 

ax'  a  y' 

sur  l'ellipse  donnée?  La  réponse  affirmative  à  cette  question  montre 
qu'il  est  possible  de  résoudre  directement  le  problème  en  question, 
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en  posant 

n=  n 

C)  =  A„-f-  \      -Anfe^^-H  é:-"'')cosnw  + -B„(e"'-!-e-"')  sinnw     , 

et  en  déterminant  les  coefficients  A,  B  de  façon  que,  sur  le  contour 
de  l'ellipse,  la  fonction  ^  coïncide  avec  0^;  d'un  autre  côté,  on  a 
un  moyen  de  déterminer  les  fonctions  de  Green  G(,CJ,  relatives  à  la 
surface  de  l'ellipse.  Ces  fonctions  (§  i5)  sont  données  parla  for- 
mule 

Gr;  =  l0£; > r. r::^  ■ zi, cosnov  cos/iw 


7') 


2 


^  I  e""-- 


r sinwwrSinwoj. 


2^  Il    e'"  —  e 


On  se  trouve  ainsi  en  mesure  [^  i6)  de  résoudre  le  problème  d'une 
troisième  façon.  Enfin  les  paragraphes  qui  suivent  contiennent 
une  quatrième  solution.  Le  principe  de  cette  méthode,  dite  de  la 
mojejuie  arithmélique,  est  dû  à  M.  JNeumann. 

Dans  le  §  i8,   qu'on  peut   regarder  comme  un  appendice  aux 
§§  5  et  i3,  on  cherche  si  les  six  fonctions 

C  C 

o,=:i,  d/,=:  -  e"*  cos  ?i  G),     v,  =  -  g"*  sin  «w, 

G3=.loe[ — ,      J;o= -e-"*cos/i&),     7,= -e-"''sin/ia), 

satisfont  aux  conditions  d'uniformité  et  de  continuité  pour  les 
points  intérieurs  à  l'ellipse  et  vérifient  l'équation 

dK..       d\.. 
o.%-  ()}•' 

Les  fonctions 

9  =  0,,     (|;  =  i{;, -}- dij,     y^^=yj  —  */2 

permettent,  d'après  cela,  de  résoudre  le  problème  posé  précédem- 
ment pour  une  ellipse  pleine.  Enfin,  dans  le  §  19  et  dans  le  §  20, 
on  résout  le  même  problème  pour  la  surface  annulaire  comprise 
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entre  deux  ellipses  confocales,  et  l'on  donne  la  fonction  de  Green 
pour  cette  surface. 

Cayley  (A.).  —  Sii?^  le  groupe  de  points  G\  sur  une  courbe 
du  sixième  ordre  à  cinq  points  doubles.  (3  p.*,  angl.) 

Parmi  les  systèmes  de  points  d'intersection  d'une  courbe  alsfé- 
brique  plane  C„  du  «''^'"'^  ordre  et  d'une  autre  courbe,  il  y  en  a  un 
particulièrement  intéressant,  qui  est  déteiminë  par  une  courbe 
C„_3,  passant  par  les  points  doubles  et  les  points  de  rebrousse- 
ment  de  C„.  Ce  groupe  de  points  dans  toutes  les  transformations 
rationnelles  conserve  la  propriété  qui  lui  sert  de  définition. 

Entre  les  points  d'un  tel  système  il  existe  certaines  conditions, 
et  la  position  de  quelques-uns  d'entre  eux  peut  être  telle  qu'une 
portion  des  autres  (mais  non  tous  les  autres)  se  détermine  au 
moyen  des  premiers.  Ceux-ci  forment  alors  avec  les  premiers, 
d'après  les  délinilions  introduites  par  Brill  etINotlier,  un  groupe 
spécial.  C'est  un  tel  groupe  que  considère  l'auteur.  11  y  a,  sur  une 
courbe  Ce  avec  cinq  points  doubles,  des  groupes  spéciaux  de  quatre 
points  de  telle  nature,  que  chaque  courbe  C3  qui  passe  par  les 
points  doidjles  et  trois  des  quatre  points  passe  par  le  quatrième. 
Pour  que  cette  condition  soit  remplie,  il  faut  qu'il  y  ait  trois  équa- 
tions entre  ces  quatre  points,  en  sorte  que  l'un  d'eux  seulement 
peut  être  pris  arbitrairement.  L'auteur  montre  que,  l'un  des  points 
étant  connu,  les  trois  autres  se  déterminent  de  cinq  manières  diffé- 
rentes. Il  s'appuie  pour  cela  sur  un  théorème  qu'il  nomme  Geiser- 
Cotterill-Theorem,  et  qui  traite  du  lieu  géométrique  du  neuvième 
point  d'intersection  d'un  faisceau  de  courbes  du  troisième  ordre, 
dont  sept  points  sont  fixes  et  dont  le  huitième  décrit  une  courbe 
déterminée. 

Du  Bois-Reymo3.'d  (P.).  —  Sur  les  'valeurs  asjmptoliques .  Sur 
les  approximations  infinitaires  et  la  résolution  infinitaire  des 
équations.  (52  p.) 

Dans  de  précédents  Mémoires  [ylnnali  di  Matematica,  série  2, 
t.  IV,  p.  338^  Journal  de  Borchardt,  t.  74,  p.  294)5  l'auteur 
s'est  occupé  des  relations  qui  peuvent  exister  entre  les  infinis  des 
fonctions  et  ceux  de  leurs  dérivées.  Le  but  pratique  de  ces  re- 
cherches était  la  détermination  de  la  convergence  de  certaines  for- 
mules de  haute  analyse,  notamment  des  séries  dites  de  Fourier 

j3. 
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Les  problèmes  relatifs  à  la  convergence  de  telles  séries  conduisent 
souvent  à  la  question  suivante  :  «  Déterminer  le  degré  d'infinité 
d'une  fonction  donnée  par  une  équation  transcendante.  «  L'auteur 
s'est  attaché  à  résoudre  cette  question  dans  les  cas  les  plus  simples. 
Ces  fonctions  inconnues  sont  comparées  à  des  fonctions  simples 
devenant  aussi  infinies;  il  y  a,  selon  la  façon  de  parler  de  M.  Du 
Bois-Reymond,  égalité  infinitaire  entre  deux  fonctions  qui  de- 
viennent infinies  lorsque  leur  rapport  a  une  limite  finie.  Les  fonc- 
tions qui  servent  de  termes  de  comparaison,  qui  jouent  par  rapport 
aux  fonctions  inconnues  le  rôle  des  nombres  dans  la  résolution 
des  équations  numériques,  pourront  être,  par  exemple,  les  fonc- 
tions 

X'",     e^,     log^, 

et  les  fonctions  obtenues  par  la  répétition  de  la  fonction  expo- 
nentielle ou  de  la  fonction  logarithmique 

e'        ,     loglog, . .  log:r. 

Il  y  a  d'ailleurs,  naturellement,  des  différences  essentielles  entre 
la  résolution  infinitaire  des  équations  et  la  résolution  des  équations 
numériques  :  on  remarquera,  en  particulier,  que  les  fonctions 
répétées 

e         ,      log  log.  .  .  log^ 

n'embrassent  pas  tout  le  champ  de  l'infini  et  ne  peuvent  servir  à 
résoudre  complètement  le  problème;  il  existe  des  fonctions  crois- 
sant plus  vite  que 


ou  plus  lentement  que 

log  log. . .  logx, 

quel  que  soit  le  nombre  de  fois  que  la  fonction  exponentielle  ou 
logarithmique  ait  été  répétée.  Cette  difficulté  ne  tient  pas  d'ailleurs 
à  la  nature  des  fonctions  choisies . 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  problème  de  la  détermination  du  degré 
d'infinité  d'une  fonction  n'est  pas  aussi  élevé  que  le  problème  de 
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la  détermination  d'une  fonction  satisfaisant  aune  équation  donnée. 
On  a  affaire,  en  quelque  sorte,  à  un  problème  intermédiaire  entrt.' 
celui  de  la  résolution  des  équations  numériques  et  celui  de  la  ré- 
solution des  équations  à  plusieurs  variables.  Les  métliodes  dont  se 
sert  l'auteur  reviennent  le  plus  souvent  à  une  application  variée 
de  la  formule  donnée  par  Lagrange  pour  exprimer  le  reste  de  la 
série  de  Taylor.  Les  théorèmes  dont  l'ensemble  constitue  la  mé- 
thode de  M.  Du  Bois-Reymond  ont  ceci  de  curieux,  qu'ils  ne  sont 
ordinairement  valables  qu'entre  des  limites  restreintes  des  infinis 
des  fonctions.  En  général,  on  découvre  dans  ce  genre  de  recherches 
une  foule  de  points  de  vue  nouveaux,  qui  permettent  d'entrevoir 
une  métaphysique  analytique  toute  particulière. 

Stolz  (O.).  —  Sur  les  points  singuliers  des  courbes  nlgé- 
briques.  (29  p.) 

La  discussion  des  singularités  d'une  courbe  algébrique,  ou 
l'étude  d'une  fonction  algébrique  d'une  seule  variable  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  singulière,  a  été  faite  pour  la  première  fois 
par  M.  Puiseux.  Il  est  avantageux,  pour  naieux  caractériser  géo- 
métriquement ces  singularités,  de  la  relier  aux  recherches  de 
Plûcker  [Théorie  der  algebraischen  Curven,  1^  Section).  C'est  ce 
qu'a  fait  M.  Stolz  :  il  a  étudié  tous  les  cas  qui  peuvent  se  préseiiter 
et  a  été  conduit  à  la  démonstration  de  ce  théorème  de  Cayley  : 
«  Tout  point  singulier  équivaut  à  un  nombre  entier  et  déterminé  de 
points  doubles,  de  points  de  rebroussement,  de  tangentes  doubles 
et  de  tangentes  d'inflexion.  » 

WiEDERHOLD  (P.).  —  Sur  les  fomies  binaires  qui  sont  les  po- 
laires d' une  forme .  (9p.) 

L'auteur  cherche  les  conditions  pour  que  deux  formes  binaires 
du  n'^™^  ordre  soient  les  premières  polaires  d'une  forme  du  (  /z  H-  i  )  '^"" 
ordre,  et,  en  supposant  ces  conditions  remplies,  comment  on  peut 
obtenir  cette  forme  du  Ji  -\-  i"^™«  ordre. 

Hankel  (H.).  —  Intégrales  définies  relatives  aux  foliotions 
cylindriques.  (i4  p.) 

Hankel  donne  les  valeurs  de  diverses  intégrales  définies, 
dans  lesquelles  les  fonctions  cylindriques  I"  et\"de  première  et 
de  seconde  espèce  entrent  sous  le  signe  y^   citons,  par  exemple, 
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l'intéerale 


■-&' 


l  .r"+'' —TT ax , 


dont  la  valeur  est 


,V7-^^^ ^  (4-  ]"'  i"-^''-'\Y"[ctr)  -7iil"{nr)'], 

r{m4-  i)  \àr'l  l      ^      !  ^      ^J' 

en  supposant  que  ii^  m^  h  soient  des  nombres  entiers  satisfaisant  à 


l'inégalité 


2  (  />l  -h  I  )  ^  «   -f-  Il » 


que  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  la  partie  imaginaire  de  a 
soient  positifs,  ainsi  que  le  coefficient  de  la  partie  imaginaire  de  /•. 
Quelques-unes  de  ces  intégrales  conduisent  l'auteur  à  l'étude 
de  cas  intéressants  de  discontinuité.  Plusieurs  intégrales  sont  ob- 
tenues au  moyen  de  la  série  liypergéomé trique. 

Hankel  (H.).  —  Sur  les  séries  d'intégrales  cjlindriques  ana- 
logues à  la  série  de  Fourier.  (24  pO 

Fourier  avait  déjà  remarqué  que  les  fonctions  \"[x)  de  Bessel 
pouvaient  servir  à  développer  une  fonction  quelconque /"(x)  en 
série  analogue  à  celles  qui  procèdent  suivant  les  cosinus  et  sinus 
des  multiples  d'un  arc. 

En  désignant  par  h  les  racines  réelles  et  positives  de  l'équation 

\"{ha)  =  o, 
on  peut  poser  l'égalité 

/. 

où  le  second  membre  est  une  série  indéfinie  dans  laquelle  les  coef- 
ficients sont  donnés  par  la  formule 

\ai"+'[ka]Y  Jo       -^  ^    '     ^       ' 

Hankel  s'est  efforcé  d'établir  rigoureusement  la  légitimité  de 
ces  développements,  comme  Dirichlct  l'a  fait  pour  les  séries  trigo- 
nométriques  :  il  montre  que  les  fonctions  qui  peuvent  se  développer 
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ainsi  doivent  satisfaire  aux  conditions  que  Dirichlet  a  données 
pour  les  fonctions  qui  peuvent  se  développer  en  séries  trigonomé- 
triques. 

JNoTHER  (M-)-  —  •SuJ'  la  théorie  de  la  correspondance  ration- 
nelle des  figures  algébriques.  Deuxième  Mémoire.  (38  p.) 

Les  transformations  rationnelles  qui  font  correspondre  deux 
figures  de  l'espace  point  par  point  ne  sont  pas,  en  général,  direc- 
tement réversibles  (*)  ou  plutôt  l'inversion  ne  peut  avoir  lieu 
qu'avec  l'aide  des  équations  des  deux  figures  correspondantes. 
Dans  l'étude  de  cette  question,  on  doit  étudier  avec  soin  les  élé- 
ments exceptionnels  de  chaque  figure  qui  correspondent  à  plu- 
sieurs éléments  de  l'autre,  et  les  relations  entre  les  nombres  carac- 
téristiques de  la  transformation  et  ceux  qui  se  rapportent  aux  figures 
elles-mêmes.  Il  faut  aussi  étudier  avec  détail  les  caractères  qui 
permettent  de  reconnaître  si  deux  figures  peuvent  être  transformées 
l'une  dans  l'autre.  Ce  dernier  point  de  vue,  qui  réunit  les  figures 
d'après  leurs  irrationnalités  algébriques,  est  l'objet  du  travail  actuel. 
Ce  Mémoire  est  la  continuation  d'un  autre,  paru  avec  le  même 
titre  (^),  dans  lequel  un  critérium  numérique,  l'égalité  du  genre 
pour  les  deux  figures  correspondantes,  était  reconnu  une  des  con- 
ditions nécessaires  pour  que  les  deux  figures  puissent  se  transformer 
l'une  dans  l'autre.  Ce  nombre  lui-même  se  déduit  d'une  manière 
déterminée  de  l'ordre  et  du  nombre  des  singularités  de  la  figure. 

Depuis,  dans  un  Mémoire  commun  à  l'auteur  et  à  M.  Brill  (^), 
ont  été  considérés,  non  plus  des  nombres,  mais  des  fonctions  inva- 
riantes dans  la  théorie  des  transformations  rationnelles,  mais  pour 
les  courbes  seulement.  Cette  conception  est,  dans  le  travail  actuel, 
étendue  aux  surfaces  et  obtenue  par  la  formation  d'identités  algé- 
briques. 

Pour  une  surface  y  du  /z''^'"^  ordre  avec  des  courbes  multiples 
d'ordre  i  et  des  points  multiples  d'ordrey,  l'auteur  appelle  .vu/yace^ 
adjointes  celles  qui  sont  d'ordre  n  —  4 5  cjui  ont  pour  courbe  mul- 
tiple d'ordre  i  —  i  chaque  courbe  multiple  d'ordre  /  de  la  surface, 


(  '  )   F'oir  le  travail  de  M.  Dewulf  :  Sur  les   transformations  rationnelles  réciproques 
de  l'espace  {Bulletin,  t.  V  et  Vil). 
■      (/)  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.   181. 

(')  Math.  Annalen,  t.  VII.  Bulletin,  t.  VIII,  p.  212. 
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et  pour  point  multiple  d'ordre  j —  2  cliaque  point  multiple  d'ordre 
y  de  la  surface.  Ces  surfaces  adjointes  d'ordre  n —  \  sont  inva- 
riantes pour  chaque  transformation  rationnelle  de  la  surface,  en 
ce  sens  qu'à  l'intersection  de  l'une  d'elles  (^f  avec  f  correspond 
une  courbe  qui,  pour  la  surface  transformée  f\  est  l'intersection 
d'une  adjointe  oy,  àc  f  avec  /'.  Il  résulte  de  là  une  série  de  nombres 
invariants  :  d'abord  le  nombre  /?,  défini  auparavant  comme  genre 
et  qui  est  ici  égal  au  nomlire  des  fonctions  Çy  linéairement  indé- 
pendantes l'une  de  l'autre.  A  ce  nombre  vient  s'adjoindre  un  autre 
y>i,  qui  est  le  genre  de  la  courbe  variable,  dans  lequel^est  coupé 
par  une  des  adjointes  ipy,  choisie  parmi  les  plus  générales.  Ensuite 
vient  un  troisième  nombre  p^,  le  nombre  des  points  d'intersection 
variables  de^"  avec  deux  des  adjointes  œ^^  mais  il  ne  fournit  aucun 
caractère  nouveau,  car  on  a 

Les  recherches  de  M.  Zeuthen  sur  les  relations  numériques  re- 
latives aux  transformations  (')  sont  reprises  sous  une  forme  diffé- 
rente, plus  algébrique  surtout,  dans  un  but  de  comparaison  avec  les 
résultats  obtenus  par  l'auteur.  Le  procédé  géométrique  de  M.  Zeu- 
then apparaît  comme  identique  avec  l'introduction  successive  de 
nouvelles  variables.  La  transformation  est  composée  au  moyen  de 
transformations  spéciales^  dans  lesquelles  il  existe  toujours  un 
réseau  de  plans,  qui  se  transforme  linéairement  en  un  réseau  sem- 
blable dans  la  surface  transformée. 

Pour  les  transformations  des  courbes,  Clebsch  avait  donné  une 
démonstration  simple,  reproduite  ici,  pour  la  conservation  du  genre, 
qui  est  analogue  à  celle  de  Zeuthen.  Les  §§  3  à  6  contiennent  l'ex- 
tension de  cette  démonstration  aux  surfaces.  Des  foi'mules  obtenues 
au  moyen  du  passage  par  des  transformations  spéciales,  l'une 
d'elles  (lU,  chez  M.  Zeuthen)  est  le  genre  p.  La  seconde  (II,  Zeu- 
then) se  distingue  du  critérium  i2p  —  pi  par  une  propriété  essen- 
tielle; il  contient  encore  un  terme  dépendant  des  formules  de 
transformation,  à  savoir  la  diliérence  des  points  simples  des  deux 
surfaces  qui  sont  les  points  fondamentaux  de  la  transformation  5  ce 

(')  Math.  Annalen.,  t.  IV,  p.  i.  Bulletin,  t.  111,  p.  Zi-. 
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n'est  donc  pas  un  critérium.  L'auteur  montre  alors  que  le  terme 
numérique  correspondant  dans  12/j»  —  p^  provient  de  certaines 
courbes  singulières  qui  peuvent  se  trouver  sur  les  deux  surfaces  \ 
ce  sont  les  courbes  simples  de/,  par  lesquelles  passent  d'elles-mêmes 
toutes  les  adjointes  9^.  Ces  courbes  sont  aussi  celles  qui  peuvent 
correspondre  à  des  points  simples  de  la  surface  transformée. 

Après  ces  recherches  générales  en  viennent  quelques  autres  par- 
ticulières :  dans  le  §  2,  une  démonstration  nouvelle  de  la  conserva- 
tion du  genre  pour  les  courbes  planes  ^  dans  le  §  8,  une  démonstra- 
tion analogue  pour  les  courbes  de  l'espace.  Dans  cette  dernière 
démonstration  se  trouvent  considérées,  pour  chaque  courbe  C,  des 
surfaces  adjointes  o^  analogues  à  celles  qui  ont  été  définies  plus 
haut  pour  les  surfaces.  Dans  le  §  1 1  sont  indiqués  les  cas  parti- 
culiers qui  peuvent  se  présenter  pour  les  valeurs  les  plus  faibles 
de  p  et  de  p^ . 

Enfin  le  §  i3  contient  une  extension  des  résultats  précédents 
aux  figures  algébriques  à  à  dimensions,  pour  lesquels  l'auteur 
trouve  d  nombres  analogues  aux  nombres  /j>,  p^^  qu'il  obtient  par 
des  considérations  analogues  aux  précédentes. 

Brill  (A.).  —  Sur  les  systèmes  de  courbes  et  desuj'faces.  (5  p.) 
La  fécondité  du  principe  de  correspondance  de  M.  Chasles,  de 
la  méthode  par  laquelle  il  parvient  à  déterminer  le  nombre  de  so- 
lutions d'un  problème,  est  hors  de  doute;  mais,  dans  les  questions 
les  plus  importantes,  la  rigueur  des  démonstrations  laisse  souvent 
à  désirer.  Depuis  que  ^L  de  Jonquières  a  établi  que  le  nombre  de 
courbes  d'un  système  ayant  pour  caractéristiques  p.,  v,  ou  de  sur- 
faces d'un  système  ayant  pour  caractéristique  fji,  v,  p,  qui  touchent 
une  courbe  d'ordre  /n,  de  classe  /z,  ou  une  surface  d'ordre  ni^  de 
classe  «,  de  rang  /%  est  mv  -\-  nix  on  niv  -\-  n^t.  -{-  v p^  on  s'est  elforcé 
d'étendre  à  toutes  les  courbes  ou  à  toutes  les  surfaces  sa  démon- 
stration, qui  est  restreinte  aux  courbes  et  aux  surfaces  ne  présentant 
aucune  singularité.  En  partant  du  principe  de  correspondance, 
M.  Brill  parvient  à  établir  ces  deux  théorèmes  dans  leur  généralité 
et  à  donner  une  proposition  semblable  relativement  au  nombre  de 
courbes  dans  l'espace  qui  touchent  une  surface  donnée. 

Krause  (M.).  —  Sur  Les  discriminants  des  équations  modulaires 
des  fonctions  elliptiques.  (16  p.) 
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Les  racines  d'une  équation  modulaire  qui  correspond  à  une 
transformation  rationnelle  du  /z'^™''  degré,  n  étant  un  nombre  impair 
sans  diviseur  carré,  peuvent,  comme  on  le  sait,  en  introduisant  la 
fonction  cf*  de  M.  Hermite,  être  mises  sous  la  forme 


ô/^\         0, 


i6S 


où  B  est  un  diviseur  quelconque  de  n,  où  à'à^  =  n,  où  ^  est  un 
nombre  entier  plus  petit  que  ;z,  où  enfin  T  est  le  module  primitif; 
M.  Krause  clierche  pour  quelles  valeurs  de  t  deux  racines  de- 
viennent égales.  Ces  valeurs  sont  racines  d'une  équation  du  second 

degré 

P-'4-2Q-  +  R  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  déterminés  par  certaines  conditions  néces- 
saires et  suffisantes.  Toutefois,  le  cas  où  P,  Q,  R  ont  avec /z  un 
diviseur  commun  n'est  pas  traité. 

]Neuma]\]v  (C).  —  Recherches  générales  sur  le  théorème  de 
TFeber.  (12  p.) 

D'après  le  théorème  de  Weber,  deux  petites  masses  électriques 
e,  y]  situées  à  une  distance  r  l'une  de  l'autre  se  repoussent  avec  une 
force  R  donnée  par  la  formule 

où  t  est  le  temps,  où  cf  =  ->  tp  =  y^r,  où  enfin  A  est  une  constante. 

M.  Neumann  montre  que  les  composantes  rectangulaires  X,  Y,Z 
de  la  force  R  peuvent  être  mises  sous  la  forme 


X  = 

=  £-/î      — 

Y: 

—  vn    — 

Z   : 

—  £73       — 

en 

faisant  ra 

==   2 

-n 

ai 

OT  H-  Cp) 

()x 

à{ 

C7  H-Cp) 

àf 

à{ 

r^  -¥-o) 

dt       dx' 
d  dins 


dt       dy 
d  d{m 
âz         '   dt 


^j 


5T  4-9)1 

)    ;.r,;)',^,  .ï',  )',  c' sont  les  coordonnées 
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et  les  composantes  de  la  vitesse  de  la  petite  masse  e.  Ces  formules 
conduisent  aux  théorèmes  suivants  : 

i**  Quel  que  soit  le  mouvement  des  petites  masses  e,  y;,  le  travail 
élémentaire  accompli  pendant  le  temps  dt  est  toujours  la  différen- 
tielle exacte 

£•/!  fi?  (  Cî  —  9  ) . 

Le  théorème  de  Weber  est,  par  conséquent,  en  harmonie  avec  le 
principe  général  de  la  conservation  de  l'énergie. 

2^  Les  équations  dillérentielles  qui  donnent  le  mouvement  des 
petites  masses  e,  y]  peuvent,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  forces 
extérieures,  être  rassemblées  dans  l'équation 

^fl^—  ï/3(gî^  (?)]dl  —  o, 

où  %  est  la  force  vive  des  deux  petites  masses.  On  reconnaît  dans 
cette  équation  le  principe  d'Hamilton. 

Il  est  utile  de  remarquer  la  différence  C7  —  (p  et  la  somme  cj  -f-  o 
qui  entrent  dans  les  formules  précédentes.  On  peut  appeler  o  le 
potentiel  électrostatique  et  u  le  potentiel  d^-namique. 

Enfin  M.  Neuniann  montre  que  le  théorème  de  Weber  se  dé- 
duit du  théorème  de  Newton,  en  supposant  que  le  potentiel — » 

relatif  à  ce  dernier  théorème,  met  un  certain  temps  à  se  transmettre 
d'un  point  à  un  autre. 

Bratin  (W.).  —  Su7^  les  courbes  de  Lissajous.  {y  p.) 
M.  Braun  a  étudié  les  courbes  bien  connues  de  M.  Lissajous  au 
point  de  vue  de  la  nouvelle  Géométrie.  Cette  étude  a  été  l'objet  de 
sa  dissertation  inaugurale  ^  il  donne  ici  un  extrait  de  ses  résultats. 
Les  courbes  en  question  appartiennent  au  genre/:»  =  o;  elles  ont 
à  l'infini  un  point  multiple  isolé,  dont  l'auteur  étudie  l'infiuence 
sur  les  formules  de  Plùcker.  F.  K. 
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MÉLANGES. 


SOMMATION  DE  QUELQMS  SÉRIES; 
Par  M.  FALK. 

Les  séries  suivantes  peuvent  se  sommer  par  les  opérations  algé- 
briques les  plus  élémentaires. 

Nous  prenons  comme  point  de  départ  la  formule  connue 

1.2       2.6  n[n-{-i)        \        -J./       \2       6/  \n       n-hi 

n  -+- 1 
ou 

(i)  'g       '      =-!!-. 

^    '  O    i  (  «  H-  1  )  Al  H-  I 

j  =  l 

De  l'identité  évidente 


(i -+-i)  (/h- 2)  (i  +  3)       2(iH-2)(/+3)       1  [i -h  i)  [i -h  1) 
on  tire,  en  égalant  entre  elles  les  sommes  des  deux  membres  pour 

l  =  1,    2,.  .  .,   7Z, 

i _     3       n    __i 1 i_  I 

(«  +  i)(/+2)(/4- 3j~      2        O    i[i-hi)       1.2       2.3 

l^     i[i  -h  i)         I  .  2  j  ' 

où  nous  avons  changé  i  en  i —  2  et  en  i—  i  dans  les  sommes  du 
second  membre.  De  cette  formule  on  déduit,  en  vertu  de  l'équa- 


I 
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tion  (i), 


S 


j=l 


I         n{n  -+-  i) 


/  -}-  I  )  (  i  -t-  2  )  (  i  -t-  3  )  2*    (  /i  H-  2  J  (  //  -h  3  ) 


Les  équations  (i)  et  (2)  sont- comprises,  pour  A  r=  o  et  A  =  i,  dans 
la  formule 


i{i-hx)...(i  -^ïf—î' 


[i  -i-  />][  i 


,    ^  V-    .    ..;,-H-/r-M)...(/-t-2A--f-i) 
[à]     \  1=1 

nin  -4-1). .  .(n-i-  k] 


[h  -h  l'f  ( «  -+-  /»■  -h  I j  (/i  -f-  /<■  H-  2 j .  , .  ( /i  -i-  2 /r  -h  I ) 


dont  nous  établirons  la  généralité  pour  toutes  les  valeurs  entières 
et  positives  de  A',  en  démontrant  qu'elle  subsiste  pour  Â'  -+-  i  si  elle 
est  vraie  pour  A^  —  i  et  A". 

En  effet,  de  l'identité  évidente  (  *  ) 


S: 

1  =  1 

,(/-l_l)...(/-^A-) 

(  i  -1-  A-  H-  I  ) . . .  (  f  -f-  2  A-  -h  3  ) 

A=(2A--+-3)              '( 

S(?-f-2)...(/+A-) 
U'-f- A--t-  i)..  .(i  +  2A--T-  i' 


(2A-+2)(2A-  +  3)        Q        (/+ 2). ..(/+ A-H-i) 

{h  +  2)^  U  ( i  H-  A-  H-  2) . . .  ( z  -f-  2A-  H-  3) 

1=1 

(2A-  +  2)[2(A-  +  i;i'-i]  n"  (/-^0...(/-^A-l 


^% 


k  H-  2)^(2A-  -h  i)       O  (i  -t-  A-  -1-  i). .  .(i  H-  2A-  H-  2)' 


J=l 


(')  Cette  identité  devient  évidente,  en  omettant  les  signes  de  sommation  et  faisant 
les  réductions  dans  le  second  membre. 
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on  tire 


.{i-+-Jf] 


/,'(?/ 4-3]  n'    /(/-4-i). .  .(/-f  A- 2 


3; 


Si[i  -h\]. 
[i-v-k  —  i).  ..(/  +  2/,-  —  I 
(=1 

(2/r -f- 2)(2/r  H- 3)  Q      /(;■  4- i).  ..(«■+/(■  — i) 

"         (/r4-2]^  O    (i-t-/r)...(/  +  2A--i) 


I = « + 1 


2  /.■  -t-  2)  [2  (/,-  4-  1 1^'  —  l]     ^      / (  /  4-  1  ) .  ■  ■  (  ?  4-  /.•  —  I  )  _ 

-  2  /f  -t-  I  )  ' 


.■-^2)|_2(/,-4-i:^-ij   n    i[i  -h\].. 

/r4-2]M'2/r4- i]        !5    (/4-/r)... 


car  les  termes  qui  devraient  être  retranchés  des  sommes  dans  le 
second  membre  se  détruisent  mutuellement.  Puisque  la  formule  (3) 
est  supposée  vraie  pour  k  —  i  et  k,  le  second  membre  devient 

/r^(2/r4-3]  I  («-+- 2  )...(/?. -^-/r  4- !) 


(/r4-  2)'(2/i-  4-  1)  k'  [n-r  k  n-  2).  .  .(«  -^  2/r-f-  i) 

'  2  /r  4-  2  )  (  2  /(■  4-  3  )         1  f  A?  -I-  2 1 ...  f  «  4-  /;■-+-  2  ^ 


( /f  -+-  a.]''  I  /(  -4-  I  ^    /i  -t-  /;  -f-  ->•••, li  -i-  2  A  -H  3 ) 

'  2  /r  4-  2  )  [2  (  /.-  4-  I  -—  1  ]         I  '  /?  -•-  I  ':  •  .    '  n  -i-  k  4-  I  ) 

(/i- 4- 2)^(2/1-4-1)         (/r-r-i)'  (« -+-/*•  H- 2).  .  .(/^ -^  2/,--î- 2) 


En  réduisant  cette  expression,  on  conclut  de  l'équation  précédente 
la  formule 


ili  -h  \).  .  .{i  -+-  k)  I  « ( «  4-  1 1 . . . ( w  4-  A"  4-  I 


S 


l  =  1 


'i4-/r4-i)...(/-t-2/r4-3)       (/r4-2)^  (;i4-/r-i-2l...(«-H2/,4-3^' 


laquelle  démontre  la  généralité  de  l'équation  (3),  puisqu'elle  se 
déduit  de  celle-ci  en  changeant  A  en  /.  4--  i . 

Pour  obtenir  une  autre  série,  retranchons  le  premier  membre  de 
l'équation  (3)  de  l'expression  que  l'on  obtient  au  moyen  de  cette 
môme  quantité,  en  y  changeant  /  en  i  -j-  i  et  h  en  k —  i.  De  cette 
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manière  on  trouve  l'identité 

i-hli  —  i)       n    if/ -H  i). .  .(^  + /»•  —  i) 


S(  ;  +  I  )...(;  4-  A-  —  1  )         n  _M^ 
li+/r)...(/-T-2/f)          O  (/- 


/f  )...(/  +  2  /r  + 
(=1  ' 


S(/  +  i)...(/H-/r- 


1=1 


En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  la  somme  du  second 
membre  et  en  même  temps  changeant  i  en  /  —  i  dans  deux  des 
sommes,  on  obtient  aisément  (nous  écrivons  aussi  n  —  i  à  la  place 
de  Ji) 

Si{i-hi)...{i  -h/f  —  ^) 
{i  -¥-ff—  !)...(/ +  2/r) 
1=1 

_       I  O       /(/h-  i).  .  ■(/•  -~  k—  1) 

~  2/r  H-  1         1^  (  i  ■+-  /f  —  I       .  .  (  /  -f-  2/1'  —  I  ) 

O    [i-t  /f]...{i-h2k-hi)  y 

puisque  les  termes  qui  devraient  être  retrancliés  de  ces  deux  sommes 
se  détruisent  mutuellement.  Substituant  maintenant  dans  cette 
identité  les  valeurs  des  sommes  du  second  membre  obtenues  à 
l'aide  de  l'équation  (3)  et  réduisant,  on  obtient  sans  difficulté  la 
formule 

n  ?(? -i-i)..  .[i-\-k  ~  2) 

U  (ï  +  /r  — !)...(/-+-  2/r) 
-1 

_  I  w(/i -h  l).  .  .(/i -f- /»■  —  i)  [w  —  1 -i- (/»- -+-1)^] 


k'{k  -i-  ly  [n^  k){n-i~  k  -^1).  .  .{n-i-:ik) 

En  traitant  le  premier  membre  de  cette  formule  d'une  manière 
analogue  à  celle  que  nous  venons  d'appliquer  au  premier  membre 
de  l'équation  (3),  on  obtiendra  une  nouvelle  formule  de  somma- 
tion, et  ainsi  de  suite.  Nous  nous  dispensons  de  développer  ces 
calculs,  qui  n'offrent  aucune  difficulté  au  lecteur,  à  l'exception  de 
leur  longueur  5  mais  nous  y  reviendrons  tout  à  l'heure  dans  un  cas 
plus  simple  et  plus  intéressant. 

Puisque  les  seconds  membres  des  équations  (3)  et  (4)  tendent 
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vers  des  valeurs  limites  finies  et  déterminées  pour  n  =  ce  ^  les 
séries  dans  leurs  premiers  membres  seront  convergentes  si  l'on  y 
fait  7^  =  oo  .  On  obtient  donc,  en  changeant  k  en  h  —  i  dans  la 
formule  (3),  pour  n  =  ce  ^  les  formules 

/    1 . 2 . . . ( /r  —  I )  1.3. .  Jf 

^^^    \  /r(/r4-i)...2/.-"^(/r  +  ï)...(2/r-t-i) 

3. 4... (/,■  +  !)  _   I 


(/.■-i-2)...(2/r  +  2)       ■"      /.■ 
T  2 .  ■  .  (  /r  —  I  )  2.3.../r 

\  k[k  H-  i]. .  .(2/r  +  !)"*"  ■(7f+"i)TTT]T/,M^; 

3.4...(/,+i) 


+ 


y.-H- 2j...(2/,  n-3j      ■"      h'[k^iY 


On  tire  aisément  de  l'équation  (6),  de  même  que  nous  avons  déduit 
l'équation  (4)  de  (3),  la  formule 


1 . 2 .  . .  (  A  —  I  )  2 . 3    .  .  /r 


7, 


/r (/r  -+-  I  ) . . .  (2/)-  +  2)       (/.  ^-  I  ) .  .  .  (2  /,  -4-  3) 

3.4...(/,-^l)  _  1.2 

"^  [k 4-  2). .  .(2/r  +  4)  "^ /r-{k-i-iY{k-hi) 


Les  formules  (6)  et  (^)  sont  comprises,  pour  /■  =  i  et  /•  =  2,  dans 
la  formule 

1 .1. .  .ik  —  I )  2 . 3 . .  . /r 


k[k-hi).  ..{ik-hr)       {k  -i-i)..  .[-zk  -hr-hi] 

3.4. ..(/.  +  .) 


(/»•  -+-2).  .  .(2/i-  H-  /•  -t-  2] 

1,2.3.    .  /• 


+  . 


/r^(/rH- i)M/r-T- 2  )^..(/r -H  r 


laquelle  se  démontre  aisément  de  7'  à  /  -h  i . 
En  employant  la  notation  connue 

r  (  m  )  =:  1 . 2 .  . .  (  m  —  I  ) , 
la  formule  (8)  peut  s'écrire 

I  TjkV  .   __T ^(iiti_0'_ 

r(i)  r(2/r-i-r-hi)  "^  r(2)  r(2/r  +  /-+2) 

I       r(/r  +  2p  r(r+i)r(/r 


r(3)  r(2/r+/--T-3)  T[k-hr-hi[ 

.-- iii»»«H)«Bm  
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REVUE   BIBLIOGRAPHIQUE. 

HANKEL  (H),  weil.  ord.  Professer  der  Math,  an  der  Universitat  zu  Tiibingen 
—  ZuR  Gescuichte  der  Mathematik  in  Alterthum  und  .Mittelalter.— 

Lei[)zig,  Teubner,  1874.  i  voUn-S",  410  p. 

Le  volume  dont  nous  venons  de  transcrire  Je  titre  contient  des 
fragments  d'un  grand  Ouvrage  sur  l'histoire  des  Mathématiques, 
auquel  l'auteur  travaillait  depuis  longtemps,  lorsque  la  mort  est 
venue  interrompre  son  œuvre.  Heureusement,  Hankel  avait  com- 
mencé par  l'étude  des  époques  les  plus  intéressantes  5  celles  qu'il  n'a 
pu  traiter  ont  moins  d'importance  ou  ont  été  déjà  l'objet  d'écrits  à 
la  hauteur  des  découvertes  récentes. 

Après  avoir  exposé  le  plan  qu'il  se  proposait  de  suivre  et  apprécié 
<;e  que  l'on  a  pu  apprendre  sur  l'état  antéscientificjue  de  l'art  de 
compter  et  de  l'art  de  mesurer,  l'auteur  trace  l'histoii'e  de  la  science 
grecque  pendant  la  première  période,  qui  se  termine  à  l'Ecole  de 
Platon.  Hankel  n'a  laissé  sur  la  seconde  période  que  des  fragments, 
dont  le  plus  étendu,  consacré  à  Euclide,  a  été  reproduit  dans  un 
Appendice  à  la  fin  du  volume.  L'histoire  reprend  à  la  période  arith- 
métique, qui  se  résume  dans  ce  qui  nous  reste  des  écrits  de  I)io- 
phante.  De  là  à  l'histoire  des  Mathématiques  dans  l'Inde  la  tran- 
sition était  naturelle.  Après  avoir  exposé  les  découvertes  des 
Hindous  dans  la  science  des  nombres  et  dans  l'Algèbre,  et  résumé 
leurs  connaissances  géométriques,  l'auteur  passe  à  l'étude  de  la 
science  arabe;  une  traduction  italienne  du  Chapitre  consacré  à  cet 
objet  a  été  publiée  en  1872,  dans  leBuUettino  de  M.  le  prince  Boncom- 
pagni  M.  Après  avoir  indiqué  en  passant  la  pauvreté  des  connais- 
sances mathématiques  chez  les  Romains,  l'historien  présente  dans 
les  trois  dei'niers  Chapitres  le  tableau  du  mouvement  scientifique 
au  moyen  âge  et  pendant  la  Renaissance.  Le  volume  se  termine 
par  un  court  fragment  sur  les  Mathématiques  des  Chinois. 

Tel  est  le  résumé  sommaire  du  contenu  de  ce  volume.  Nous 
allons  reprendre  avec  plus  de  détails  l'élude  de  quelques  points  qui 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  2^4. 

Bull,  des  Sciencc.t  rnatlièrn.  et  astroii.,   t.  X.  i  Mni  1876.) 
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se  distinguent  particulièrement  par  la  nouveauté  et  la  profondeur 
des  aperçus. 

Après  avoir  tracé  en  quelques  pages,  dans  son  Introduction, 
l'histoire  du  développement  mathématique  chez  les  peuples  qui 
nous  ont  laissé  des  documents,  depuis  le  vi*^  siècle  avant  notre  ère, 
jusqu'aux:  temps  modernes,  l'auteur  consacre  les  premiers  Chapitres 
de  son  Livre  à  l'histoire  de  la  numération,  tant  parlée  qu'écrite,  à 
celle  du  calcul  usuel  et  de  la  Géométrie  praticjue,  antérieurement 
à  la  période  scientifîcjue.  Il  indique  dans  le  Chapitre  P""  le  peu  que 
l'on  sait  sur  l'origine  des  noms  de  nombres-,  puis  il  expose  le  prin- 
cipe, commun  à  toutes  les  numérations,  du  groupement  des  unités 
en  unités  d'ordres  supérieurs.  Il  passe  en  revue  les  systèmes  de 
nomenclature  adoptés  pour  ces  groupes  chez  les  divers  peuples.  Le 
nombre  qui  sert  de  base  à  ce  groupement  successif"  est  généralement 
le  nombre  lo,  quelquefois  son  double  ou  sa  moitié,  et  la  raison  en 
est  facile  à  trouver  dans  la  conformation  du  corps  humain. 

Le  second  Chapitre  traite  des  signes  numéraux.  L'obscurité  qui 
enveloppe  les  temps  où  ces  signes  ont  pris  naissance  a  permis  à 
l'imagination  des  historiens  de  se  donner  carrière.  Ainsi  inille 
conjectures  ont  été  faites  sur  l'origine  des  chiffres  romains  et  sur 
celle  de  nos  chillVes  modernes.  Ilankel  les  considère  avec  raison 
comme  des  jeux  d'esprit,  tant  qu'elles  ne  sont  pas  appuyées  sur  des 
découvertes  archéologiques  bien  constatées.  Il  présente  ensuite 
quelques  considérations  sur  l'importance  de  l'écriture  numérale, 
qui  est  une  vraie  langue  universelle,  et  pourrait  au  besoin  fournir 
la  solution  du  problème  sur  lequel  Leibnitz  a  vainement  exercé 
son  génie. 

Dans  les  paragraphes  suivants,  il  énumère  les  différents  principes 
sur  lesquels  reposent  les  divers  systèmes  de  chiffres  :  i°  notation 
non  systématique  :  telle  était  celle  des  Grecs  lorsqu'ils  désignaient  les 
chants  de  l'Iliade  par  les  lettres  de  l'alphabet^  2"  principe  addi- 
tif :  c'est  celui  des  chiffres  des  Romains,  des  Phéniciens  et  des 
anciens  Grecs-,  3°  principe  multiplicatif,  consistant  à  désigner 
par  un  signe  particulier  l'unité  de  chacjue  groupe  et  à  faire  précéder 
chaque  signe  d'un  coefficient  moindre  que  10  :  on  rencontre  ce 
système  chez  les  Chinois;  l\°  principe  élévatoire,  qui  revient  à 
peu  près  au  précédent,  si  ce  n'est  que  c'est  le  coefficient  qui  est  ici 
considéré  conime  représentant  des  unités  d'un  ordre  indiqué  par  un 
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signe  particulier^  c'est  ainsi  que  les  (}recs  représentaient  les  mille 
au  moven  des  signes  des  neuf  premiers  nombres,  aiïectés  d'un  accent 
inférieur  5  5°  principes  des  colonnes  :  c'est  celui  sur  lequel  était 
fondé  Vabacus  employé  en  Europe  au  moyen  âge;  6°  principe 
de  position,  celui  de  nos  chiffres  modernes,  dont  toutes  les  traditions 
attribuent  l'invention  aux  Hindous,  et  dont  aucun  autre  peuple  n'a 
revendiqué  la  découverte.  11  n'a  pas  encore  été  possible  de  déter- 
miner quand  et  comment  cette  idée  est  née  sur  le  sol  indien.  Les 
inscriptions  de  l'Inde  occidentale  n'en  olfrent  aucune  trace  avant 
le  vu*  siècle  de  notre  ère,  quoique  ce  système  fût  probablement  en 
usage  dès  cette  époque  dans  la  vallée  du  Gange.  Mais  le  manque 
de  documents  positifs  ne  peut  nous  empêcher  de  conclure  en  faveur 
des  Hindous,  dont  les  aptitudes  si  remarquables  pour  le  calcul  et 
les  spéculations  numériques  |)ouvaient  seules  résoudre  un  problème 
qui  ne  convenait  en  aucune  façon  à  la  nature  du  génie  hellénique. 

Le  Chapitre  suivant  est  intitulé  :  «  le  Calcul  pratique  pendant 
la  période  antéscientiiique  » .  Les  premiers  peuples  ont  dû  commencer 
par  calculer  avec  les  doigts.  Pour  faciliter  les  opérations,  ils  adoptè- 
rent, pour  les  usages  de  la  vie,  des  unités  de  f)o  en  6o  fois  plus  grandes. 
On  se  servit  d'abord,  pour  faire  les  additions,  de  grains  ou  de  cailloux 
(  vl^?'«<),  ou  de  tout  autre  procédé  analogue,  peu  d'hommes  étant 
capables,  dans  ces  temps  reculés,  de  retenir  par  cœur  les  résultats 
de  l'addition  des  premiers  nombres  entre  eux.  Les  systèmes  de  nu- 
mération compliqués  et  irréguliers,  comme  ceux  des  Grecs  et  des 
Romains  jîour  les  grands  nombres,  ne  pouvant  être  d'aucviu  secours 
aux  calculateurs,  on  se  servit  de  jetons  que  l'on  disposait  en  ligniî 
sur  une  table  {«.Qa.^  ou  ètCetutov)^  dont  l'usage  s'est  conservé  dans  nos 
pays  jusqu'au  xvti*  siècle  {^).  C'est  au  même  genre  de  méthodes 
qu'il  faut  rapporter  Vabacus  du  moyen  âge,  et  le  suafi  p'huân  des 
Chinois  et  des  Tartares,  ainsi  que  les  crewbi  dont  se  servent  encore 
aujourd'hui  les  marchands  russes. 

La  multiplication  et  la  division  s'opéraient  par  des  moyens  ana- 
logues. Quant  au  calcul  des  fractions,  il  présentait  des  dillicultés 
dont  nous  ne  pouvons  plus  nous  faire  aucune  idée.  Il  suffit,  pour 
s'en  convaincre,  de  jeter  les  yeux  sur  le  tableau  des  fractions  duodé- 


(')    Voir   les    Traités   d'.Vi  ilhmétiquo    de    cette  époque,  et  la    première   scène    tlu 
Malade  imaginaire. 
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clinales  auxquelles  les  Romains  avaient  donné  des  noms  particuliers 
et  dont  ils  faisaient  usage  dans  leurs  calculs.  Les  arpenteurs  grecs, 
suivant  la  méthode  égyptienne,  décomposaient  les  fractions  en 
fractions  simples  ayant  Funité  pour  numérateur.  Les  astronomes 
anciens  avaient  emprunté  aux  Babyloniens  leurs  fractions  sexagé- 
simales, à  l'aide  desquelles  ils  exécutaient  les  divisions  et  les  extrac- 
tions de  racines.  C'est  cliez  Diopliante,  au  iv*  siècle  de  notre  ère, 
que  nous  trouvons  pour  la  première  fois  des  fractions  exprimées  par 
leur  numérateur  et  leur  dénominateur,  et  traitées  comme  on  le  fait 
aujourd'hui. 

Longtemps  avant  les  autres  peuples,  les  Hindous  pratiquèrent 
avec  une  prodigieuse  facilité  l'art  du  calcul,  à  une  époque  où  ils  ne 
connaissaient  encore  ni  l'Arithmétique  scientifique,  ni  la  numéra- 
tion fondée  sur  la  valeur  de  position.  Ils  étaient  aidés  en  cela  par 
leur  nomenclature  des  unités  des  différents  ordres,  pour  lesquelles 
ils  avaient  des  dénominations  spéciales  jusqu'au  dix-septième  ordre, 
ce  qui  les  dispensait  d'opérer  sur  des  nombres  plus  grands  que  9. 

L'Introduction  se  termine  par  un  Chapitre  sur  la  «  Géoniétrie 
pratique  pendant  la  période  antéscientifique  ».  L'homme  le  moins 
cultivé  arrive  par  l'intuition,  comme  les  animaux  eux-mêmes,  à  la 
connaissance  d'un  grand  nombre  de  vérités  géométriques,  dont  il 
ne  sait  pas  d'abord  séparer  l'idée  abstraite.  En  appliquant  ces 
notions  aux  usages  de  la  vie,  il  parvient  à  construire  successivement 
diverses  figures  simples,  il  invente  pour  cela  des  instruments  com- 
modes, et  chaque  invention  est  un  pas  fait  vers  l'abstraction.  On 
peut  constater  une  relation  entre  le  style  de  l'architecture  de  chaque 
peuple  et  le  caractère  de  ses  connaissances  géométriques.  Les  Grecs 
ont  été  à  la  fois  les  plus  grands  architectes  et  les  plus  grands  géo- 
mètres. 

Dans  les  monuments  d'Egypte  on  retrouve  partout  des  traces  de 
préoccupations  géométriques.  Sans  adopter  les  exagérations  aux- 
quelles on  s'est  livré  dans  ces  derniers  temps,  en  prétendant  trouver 
dans  la  grande  pyi^amide  de  Gizeh  une  gigantesque  table  de  con- 
stantes numériques,  on  ne  peut  nier  des  faits  tels  que  l'orientation 
des  pyramides  par  rapport  au  méridien,  celle  de  certains  temples 
suivant  l'azimut  de  Sirius,  etc;  il  est  aussi  très-admissible  que  le 
sens  mystique  attribué  à  certains  nombres  leur  ait  fait  jouer  un 
rôle  dans  le  choix  des  dimensions  des  édifices  sacrés  de  l'Egypte, 
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comme  ils  cii  ont  joué  un  au  moyen  àgc  dans  la  construction  des 
cathédrales  gothiques. 

La  mesure  des  champs  et  l'Astronomie  ont  dû  aussi  avoir  leur 
part  d'influence  dans  le  développement  de  la  Géométrie.  Toute 
l'antiquité  s'accorde  à  faire  remonter  aux  Egyptiens  la  pratique  de 
l'arpentage,  qui  a  fini  par  donner  son  nom  à  la  science  générale  de 
l'étendue  :  les  procédés  imparfaits  dont  ils  se  servaient  ont  été  suivis 
parles  arpenteurs  romains,  qui  n'y  ont  apporté  aucun  perfection- 
nement. L'Astronomie  a  été  cultivée  anciennement  en  Egypte,  à 
Babylone  et  dans  l'Inde;  mais  nous  sommes  trop  peu  renseignés 
sur  l'état  de  la  science  chez  ces  derniers  peuples  pour  en  tirer  des 
conclusions  relativement  à  leur  Géométrie. 

L'auteur  résume  brièvement  ce  que  nous  connaissons  de  l'antique 
science  des  Chinois.  A  l'engouement  qu'ils  inspiraient  à  nos  pères 
au  siècle  dernier  a  succédé,  chez  certains  esprits,  un  mépris  exa- 
géré. Quoiqu'il  V  ait  beaucoup  à  rabattre  sur  l'antiquité  attribuée 
autrefois  aux  annales  chinoises,  il  n'en  est  pas  moins  certain  aujour- 
d'hui que  nous  possédons  des  documents  authentiques  remontant 
bien  au  delà  de  notre  ère.  Ces  documents  nous  apprennent  quelle 
était  l'organisation  du  corps  des  astronomes  ofiiciels  du  Céleste 
Empire.  Quant  à  la  Géométrie  de  cette  époque,  nous  n'en  savons 
guère  que  ce  que  nous  apprend  le  Tchéou-Pi,  et  que  l'on  peut 
résumer  ainsi  :  i°  avec  les  côtés  3,45  ^  on  peut  former  un  triangle 
rectangle;  2°  dans  ce  triangle,  on  a  3--{-4'=  5';  3°  on  peut  me- 
surer les  distances  à  l'aide  de  l'équerre  (sans  doute  parla  considé- 
ration des  triangles  semblables).  C'est  là  le  plus  ancien  texte 
géométrique  qui  nous  soit  parvenu. 

Au  milieu  des  récits  fabuleux  des  Grecs  sur  1  origine  de  la 
Géométrie  en  Egypte,  on  peut  démêler  ceci,  que,  dès  les  temps  les 
plus  reculés,  la  Géométrie  n'a  pas  été  cultivée  seulement  au  point 
de  vue  pratique,  mais  encore  au  point  de  vue  théorique.  C'est  là 
que  les  premiers  philosophes  grecs  sont  allés  puiser  leurs  connais- 
sances. Outre  le  célèbre  papyrus  de  Rhind  ('),  qui  n'est  encore 
connu  que  par  quelques  extraits,  on  possède  une  inscription,  re- 
montant à  un  siècle  environ  avant  notre  ère,  et  contenant  les  détails 


(')  Voir  Dulleiiii,  t.  IV,  p.  it:'). 
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d'un  calcul  d'arpentage.    L'aire  d'un  quadrilatère  duiit  les  côtés 
opposés  sont  a  et  Z>,  c  et  d,  est  donnée  par  la  formule  empirique 

a  -A-  h       c  -\-  cl         .  ,   .  ,  T     •   •        '         •  1 
X 1  qui  est  évidemment  d  origine  égyptienne,  les  géo- 
mètres grecs  n'ayant  pu  ignorer  longtemps  que  l'aire  d'un  quadri- 
latère n'est  pas  déterminée  par  les  seuls  côtés.  C'est  cette  formule 
qu'employaient  les  grornatici  romains. 

Après  ces  considérations  préliminaires  sur  les  origines  de  la 
Science,  l'auteur  entre  en  pleine  histoire,  en  abordant  l'étude  du 
développement  des  Ma tliéma tiques  chez  les  Grecs  pendant  la  pre- 
mière période,  depuis  Thaïes  (600  ans  avant  J.-C}  jusqu'à  la 
fondation  de  l'Ecole  d'Alexandrie  (3oo  ans  avant  J.-C),  Les  Grecs 
n'ont  pas  inventé  eux-mêmes  les  premiers  éléments  de  leur  civili- 
sation; ils  les  ont  empruntés  aux  nations  barbares,  et  les  ont 
fécondés  par  leur  génie.  C'est  ainsi  que  leurs  premiers  géomètres 
ont  pviisé  leur  science  en  Egypte. 

L'introducteur  de  la  Géométrie  chez  les  Grecs  a  été  Thaïes,  le 
fondateur  de  l'Ecole  ionienne.  On  lui  attribue  la  solution  de  deux 
problèmes  pratiques  :  la  mesure  de  la  hauteur  des  pyramides  d'après 
la  longueur  de  leur  ombre,  et  celle  de  la  distance  d'un  navire  en 
mer  au  moyen  d'observations  faites  sur  le  rivage.  Si  Thaïes  a  résolu 
ces  problèmes,  ce  doit  être  plutôt  en  se  fondant  sur  l'égalité 
des  triangles  que  sur  leur  similitude,  et  il  n'y  a  aucune  raison  sé- 
rieuse de  désigner  la  propriété  de  proportionnalité  des  côtés  de  deux 
triangles  équiangles,  du  nom  de  «  théorème  de  Thaïes  ».  Il  est  éga- 
lement très-contestable  que  ce  philosophe  ait  démontré,  comme 
l'aflirme  Proclus,  la  division  du  cercle  en  deux  parties  égales  par 
un  diamètre,  les  idées  géométriques  à  cette  époque  n'étant  pas 
encore  assez  avancées  pour  que  l'on  pût  s'apercevoir  que,  dans  ce 
cas,  y  il  eût  lieu  à  démonstration.  Euclide  lui-même  se  contente 
d'énoncer  le  fait  dans  une  définition.  Il  est  d'ailleurs  à  peu  près 
impossible  de  distinguer  ce  que  Tlialès  a  découvert  par  lui-même 
de  ce  qu'il  a  importé  d'Egypte.  On  peut  en  dire  autant  d'OEuo- 
pidès  de  Chios, 

C'est  incontestablement  à  l'Ecole  pythagoricienne  que  Ion  doit 
la  première  impulsion  donnée  à  la  Géométrie  et  la  découverte  des 
propositions  fondamentales  de  cette  science.  Malheureusement  les 
documents  anciens  sur  cette  Ecole  et  sur  les  travaux  de  son  fonda- 
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leur  sont  insuffisants  5  ils  abondent  au  contraire,  mais  sans  nous 
instruire  davantage,  à  partir  de  la  naissance  de  l'Ecole  des  néo- 
pythagoriciens.  Cette  École,  imprégnée  des  doctrines  mystiques  de 
l'Orient,  a  voulu  les  rattacher  au  grand  philosophe  dont  elle  pré- 
tendait continuer  les  traditions,  et  elle  nous  a  transmis  sur  Pytha- 
gore  des  récits  qui  dégénèrent  en  véritables  romans. 

Ce  qui  semble  le  mieux-établi  au  sujet  des  découvertes  géomé- 
triques du  philosophe  de  Samos,  c'est  qu'on  lui  doit  le  théorème 
sur  la  somme  des  angles  d'un  triangle.  Il  parait  que,  avant  de  don- 
ner la  démonstration  au  moyen  d'une  parallèle  menée  à  la  base  par 
le  sommet  opposé,  on  avait  commencé  par  considérer  séparément 
trois  cas  :  celui  du  triangle  équilatéral,  celui  du  triangle  isoscèle, 
et  enfin  celui  du  triangle  quelconque.  liankel  présente  des  conjec- 
tures très-plausibles  sur  la  manière  dont  on  a  du  traiter  successi- 
vement ces  trois  cas,  en  prenant  pour  axiome  l'existence  du  qua- 
drilatère rectangle. 

L'autre  grande  découverte,  à  laquelle  le  nom  de  Pythagore  est 
resté  attaché,  est  celle  de  la  relation  entre  les  carrés  des  côtés  du 
triangle  rectangle.  Mais  la  première  mention  qui  ait  été  faite  de 
l'origine  pythagoricienne  de  ce  théorème  se  trouve  chez  ^  itruve, 
et  ne  peut  inspirer  une  confiance  absolue,  d'autant  qu'elle  est  accom- 
pagnée de  l'anecdote  d'une  hécatombe  ollerte  à  cette  occasion,  con- 
trairement aux  prescriptions  formelles  du  maître  lui-même.  M.  Bret- 
schneider  a  essayé  (')  de  restituer  le  raisonnement  qu'a  dû  suivre 
Pythagore-,  Hankel  pense  que  cette  restitution  rappelle  plutôt  la 
manière  des  Hindous  que  celle  des  géomètres  grecs. 

Un  autre  problème  important,  dont  on  doit  la  solution  à  l'Ecole 
pythagoricienne,  est  celui  de  V application  [:r-io-j.Co\>i'  )  d'une  aire, 
qui  revient  à  la  résolution  géométrique  de  l'équation  ax  =  b.  Ce 
problème  a  été  généralisé  plus  tard  sous  les  noms  de  iX}.uhs  et  de 
vTTt^QùXtî ^  qui  correspondent  aux  équations 

ax  —  X- r=  b     el     a x -\- x"- ^=  b . 

C'est  là  l'origine  des  noms  qui  ont  été,  depuis,  donnés  aux  sections 
coniques,  dont  on  a  les  équations  sous  la  forme  moderne  en  rem- 


)  Voir  Biillrtin,   I.  IV,  p.  lu). 
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plaçant  dans  les  formules  précédentes  b  parj  ^.  On  ignore  jusqu'où 
la  célèbre  école  a  poursuivi  ces  reclierclies,  qui  exigeaient  déjà  la 
connaissance  d'un  grand  nombre  de  propositions,  formant  à  peu 
près  le  contenu  des  deux  premiers  Livres  d'Euclide. 

Ce  qui  a  surtout  caractérisé  l'Ecole  pythagoricienne,  ce  sont  ses 
reclierclies  sur  les  nombres.  Il  y  a  deux  théories  qui  rattachent 
l'Arithmétique  à  la  Géométrie,  et  dont  l'une  est  la  recherche  des 
triangles  rectangles  rationnels.  Pythagore  donna,  pour  les  valeurs 

des  côtés  d  un  tel  triani:;le,  les  iormules  connues  a, -,  ■» 

Cl       ^  2  2 

dans  lesquelles  on  peut  attribuer  à  a  toutes  les  valeurs  ration- 
nelles; mais  il  ne  considéra  que  les  valeurs  entières  et  impaires  de 
ce  nombre.  Hankcl  conclut  de  là  que  cette  règle  a  du  être  suggérée 
par  la  considération  de  la  propriété  des  carrés  d'être  la  somme  de 
tous  les  nombres  impairs  inférieurs  au  double  de  leur  racine.  Dès 
lors,  si  l'on  prend  un  carré  impair,  tel  que  23,  il  sera  la  diflérence 

entre  les  carrés  de et  de ?  de  sorte  que  o, ■  et 

2  2  '  '  2 

seront  les  côtés  d'un  triangle  rectangle. 

2 

L'autre  découverte  capitale  que  les  Pythagoriciens  tirèrent  de 
l'étude  du  triangle  rectangle  fut  celle  de  l'incommensurabilité. 
Dans  un  triangle  rectangle  isoscèle,  le  carré  de  l'hypoténuse  étant 
double  de  celui  du  côté,  on  dut  chercher,  mais  en  vain,  un  nombre 
qui  pût  exprimer  le  rapport  de  ces  lignes.  Enfin  un  trait  de  génie, 
dû  peut-être  à  Pythagore  lui-même,  inspira  l'idée  que  ce  problème 
pouvait  bien  être  insoluble  par  sa  nature,  et,  en  effet,  Pythagore  dé- 
montra qu'il  ne  pouvait  exister  deux  nombres  dont  le  quotient  fût 
égal  à  ce  rapport,  sans  que  chacun  de  ces  nombres  fût  à  la  fois  pair 
et  impair  (*).  Les  Pythagoriciens  furent  longtemps  à  se  remettre  de 
l'émotion  que  leur  causa  cette  découverte,  qu'ils  regardèrent  comme 
un  mystère  redoutable,  l'irrationnel  étant  pour  eux  l'inetfable, 
l'informe  [Àvil^tot).  Aussi  en  gardèrent-ils  soigneusement  le  secret, 
de  crainte  d'être  précipités  dans  le  séjour  des  Mères,  pour  y  être 
battus  par  les  Ilots  éternels. 

La  démonstration  de  l'irrationnalité  des  racines  carrées  non  en- 


(')  Euclide,  X,  117. 
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tières  des  nombres  entiers  ne  fut  étendue  que  successivement  aux 
nombres  autres  que  2.  Platon  nous  apprend  que  c'est  seulement  un 
siècle  après  la  mort  de  Pythagore  que  l'on  démontra  l'irrationna- 
lité  des  racines  des  nombres  3,  5, .  .  . ,  jusqu'à  17. 

Les  Pythagoriciens  firent  voir  non-seulement  que  la  somme  des 
nombres  impairs  donne  tous  les  carrés,  ce  qui  se  déduit  d'une  con- 
struction géométrique  très-simple,  où  l'on  montre,  au  moyen  de 
points  disposés  en  carré,  que  l'on  a  la  relation 

n^  -4-  (  2/i  -h  I  '  =  ( n  -+- 1  )■' ; 

mais  encore  que  la  somme  des  nombres  pairs  engendre  les  nombres 
décomposables  en  deux  facteurs  différant  entre  eux  d'une  unité, 
et  auxquels  on  a  donné  le  nom  de  irt:-ofc»Ki]s .  On  ignore  si  ces  re- 
cherches ont  été  poursuivies  jusqu'aux  nombres  polygones  d'ordre 
supérieur. 

Une  autre  découverte  des  Pythagoriciens,  c'est  la  théorie  des 
proportions  :  arithmétique,  géométrique  et  harmonique,  exprimée 
par  les  égalités 

a  —  b  =:  c  —  d,     a:  b  =  c:  d, y  =  -- — -• 

a       b       c      d 

En  supposant  dans  chacune  d'elles  les  deux  moyens  égaux,  on 

obtient  entre  a  eX,  d  les  moyennes  arithmétique,   géométrique    et 

harmonique 

a  -i-  d  — 7         2  ad 

•)       \aa-,      ,• 

2  a-t-  tt 

11  est  probable  que  Pythagore  avait  déjà  remarqué  la  proportion 

a  -h  d        1  ad 


a  : 


d 


:d. 


qui  comprend  toutes  les  précédentes,  et  qui  a  été  appelée  la  pro- 
portion parfaite  ou  musicale . 

L'idée  de  la  proportion  harmonique  a  été  fournie  par  la  considé- 
ration des  longueurs  qu'il  faut  donner  à  des  cordes  de  même  con- 
stitution et  également  tendues,  pour  leur  faire  rendre  les  sons  de 
la  gamme.  Ce  rôle  des  nombres  dans  la  beauté  musicale,  comme 
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dans  la  beauté  architecturale,  conduisit  Pythagore  à  les  regarder 
coniine  le  fondement  universel  de  l'iiarnionie  du  monde,  et  même 
comme  le  principe  et  l'erreur  de  toute  chose.  On  conçoit  dès  lors 
l'ardeur  avec  laquelle  son  Ecole  se  livra  à  l'étude  des  propriétés 
mystiques  des  nombres.  Les  nombres  impairs  étaieut  les  nombres 
saints  et  représentaient  le  déiîni  ;  les  nombres  pairs  étaient  les  re- 
présentants profanes  de  l'iatini.  Dans  l'énumération  des  couples  de 
contraires  que  rapporte  Aristote,  on  trouve  le  carré  opposé  à 
V'iTirjo^u^Ktjç.  Haukcl  pense  que  cette  opposition  équivaut  à  celle  du 
rationnel  et  de  l'irrationnel,  qui  sont  les  racines  carrées  de  ces 
deux  éléments.  Il  n'appartient  pas  à  l'histoire  des  Mathématiques 
de  suivre  plus  loin  la  célèbre  Ecole  dans  ses  rêveries  arithmé- 
tiques. 

Les  Mathématiques  au  v^  siècle.  — Lorsque,  vers  le  milieu  du 
v^  siècle  avant  J.-C,  un  mouvement  démocratique  dans  les  Répu- 
bliques de  laGrande-Grèce  eut  détruit  les  écoles  jjythagoriciennes  el 
chassé  leurs  adeptes,  ceux-ci  se  dispersèrent  dans  la  Grèce  propre, 
où  ils  purent  divulguer  les  doctrines  jusque-là  tenues  secrètes.  Un 
des  plus  illustres  de  ces  fugitifs  fut  Hippocrate  de  Chios,  qui,  le 
premier,  écrivit  un  Traité  de  Géométrie^  il  vint  se  fixera  Athènes, 
où  il  enseigna  cette  science,  et  qui  devint  pendant  longtemps  le 
centre  des  études  mathématiques. 

Tous  les  écrits  d'Hippocrate  sont  perdus,  à  l'exception  d'un  pré- 
cieux fragment  qui  nous  a  été  conservé  par  Simplicius,  et  que 
M.  Bretschneider  a  récemment  mis  en  lumière.  Ce  fragment  montre 
avec  quel  soin  et  quelles  précautions  les  géomètres  de  cette  époque 
procédaient  dans  leurs  démonstrations  et  dans  leurs  instructions. 
Nulle  part  on  n'y  découvre  le  besoin  de  généraliser  une  règle  pour 
faire  mieux  comprendre  la  marche  du  raisonnement  et  pour 
éviter  les  répétitions  fastidieuses.  Cette  habitude  de  n'opérer  jamais 
que  sur  des  cas  particuliers  s'est  conservée  pendant  toute  la  période 
de  la  Géométrie  classique.  Seulement  nous  ne  trouvons  pas  encore 
ciiez,  Hippocrate  cette  régularité  solennelle  que,  cent  cinquante  ans 
plus  tard,  Euclide  introduisit  dans  la  disposition  de  ses  raisonne- 
ments . 

C'est  chez  Hippocrate  que  l'on  trouve,  pour  la  première  fois, 
une  application  de  la  similitude  des  figures,  dans  le  cas  de  deux 
triangles  isoscèles.  On  ne  sait   s'il   avait  étendu  cette  notion  aux 
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triangles  quelconques.  Il  faut  songer  d'ailleurs  à  la  difficulté  énorme 
qu'olïrait  aux  anciens  l'établissement  de  la  théorie  des  proportions, 
dans  un  temps  où  l'on  ne  pouvait  avoir  l'idée  de  traiter  les  nombres 
incommensurables,  symboles  de  la  limite  du  résultat  d'une  infinité 
d'opérations,  comme  on  traite  les  nombres  commensurables,  qui 
représentent  des  opérations  en  nombre  fini.  Aussi,  chez  Euclide,  la 
théorie  des  proportions  entre  les  grandeurs  continues  ne  s'appuie 
en  aucune  sorte  sur  la  théorie  des  proportions  entre  les  nombres. 
C'est  de  l'École  platonicienne  qu'est  sortie  la  théorie  exposée  par 
Euclide  dans  son  Livre  V.  D'après  le  témoignage  d'Aristote,  ceux 
qui,  les  premiers,  avaient  traité  de  la  proportionnalité  des  gran- 
deurs avaient  donné  des  démonstrations  séparées  pour  chaque  es- 
pèce de  grandeur,  faute  d'un  terme  général  pour  désigner  à  la 
fois  le  nombre,  la  longueur,  le  volume,  le  temps,  etc. 

Dans  le  v*  siècle  ont  été  découverts  les  théorèmes  sur  le  cercle, 
Sont  on  ne  trouve  pas  de  trace  chez;  les  anciens  Pythagoriciens.  Hip- 
pocrate  considéra  les  segments  semblables,  c'est-à-dire  dans  les- 
quels on  peut  inscrire  des  triangles  isoscèles  semblables.  C'est  sans 
doute  à  lui  qu'on  doit  le  théorème  de  la  proportionnalité  des  aires 
de  ces  segments  aux  carrés  de  leurs  cordes,  et  par  suite  des  aires 
des  cercles  aux  carrés  de  leurs  diamètres.  Mais  il  parait  n'avoir  pas 
connu  dans  sa  généralité  la  relation  entre  l'angle  inscrit  et  l'angle 
au  centre  qui  comprennent  le  même  arc  entre  leurs  côtés. 

La  quadrature  du  cercle  et  la  méthode  d' exhaustion.  —  Le  pas- 
sage cité  d'Hippocrate  faisait  partie  de  ses  recherches  sur  la  quadra- 
ture du  cercle,  problème  qui,  avec  deux  autres  non  moins  célèbres, 
occupait  alors  tous  les  savants  d'Athènes.  Pour  poser  ce  problème, 
il  fallait  d'abord  avoir  complètement  résolu  celui  de  la  quadrature 
d'une  figure  recliligne  quelconque,  après  quoi  se  présentait  le  cas 
des  aires  curvilignes  les  plus  simples.  Déjà  Anaxagore  dans  sa  pri- 
son avait  vainement  médité  sur  ce  sujet. 

C'était  le  temps  où  les  sophistes  commençaient  à  faire  leur  appa- 
rition. Quelques-uns,  ayant  entendu  parler  des  nombres  c^c/i^ue^ 
(c'est-à-dire  de  ceux  qui,  comme  5  et  6,  ont  toutes  leurs  puissances 
terminées  par  le  même  chifl're),  s'imaginèrent  avoir  trouvé  la  qua- 
drature du  cercle,  parce  qu'ils  avaient  trouvé  un  nombre  à  la  fois- 
cyclique  et  carré. 

D'autres  sophistes  soutinrent    que    la  quach'ature  était   impos- 
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sible,  parce  qu'on  ne  pouvait  comparer  entre  elles  des  choses  qua- 
litativement dilFérentes,  comme  le  droit  et  le  courbe.  D'autres  défen- 
dirent la  possibilité  par  des  raisons  aussi  concluantes.  L'un  deux 
toutefois,  Antiplion,  entrevit  le  premier  la  réalisation  d'une  solu- 
tion indéfiniment  approchée,  par  l'inscription  de  polygones  régu- 
liers dont  le  nombre  des  côtés  irait  toujours  en  doublant.  Seulement 
il  crut  que  l'on  pourrait  finir  par  obtenir  ainsi  une  solution  rigovi- 
reusement  exacte.  Cette  opinion  fut  combattue,  comme  on  pouvait 
s'y  attendre.  On  était  à  l'époque  où  Zenon  soutenait  l'impossibilité 
du  mouvement,  par  la  raison  que,  l'espace  étant  divisible  à  1  infini, 
on  parcourrait  dans  un  temps  fini  une  infinité  d'espaces-,  comme  si 
le  temps  n'était  pas,  aussi  bien  que  l'espace,  divisible  à  l'infini, 
d'où  il  résulterait  que  l'infinité  d'espaces  serait  parcourue  dans 
une  infinité  de  temps;  comme  si,  d'autre  part,  on  n'aurait  pas  pu 
aussi  bien  nier  la  divisibilité  de  l'espace  à  l'infini,  en  objectant  que 
le  fini  ne  peut  pas  contenir  l'infini.  C'est  Aristote  qui  a  le  premier 
réfuté  ces  paradoxes,  lesquels  ne  peuvent  manquer  de  se  représen- 
ter toutes  les  fois  que  l'on  voudra  introduire  dans  la  science  de  la 
grandeur  l'infini  absolu  des  métaphysiciens,  qui  est  la  négation  de 
l'idée  de  grandeur.   Cependant  Aristote  lui-même  n'était  pas  en 
état  d'écarter  toutes  les  obscurités  qu'entraine  la  considération  de 
l'infini.  Les  Grecs  ne  possédaient  pas  la  notion  moderne  d'une  va- 
riable toujours  mesurable,  mais  pouvant  croître  arbitrairement,  et 
vis-à-vis  de  laquelle  il  est  permis  de  négliger  l'infiuence  de  l'addi- 
tion d'une  constante,  le  but  de  l'introduction  de  cette  variable  étant 
la  recherche  d'une  limite  indépendante  de  la  constante  ajoutée.  Ils 
n'avaient  en  vue  que  l'infini  actuel,  et  quant  au  très-petit,  ils  le  ran- 
geaient avec  raison  pai'mi  les  quantités  finies,  comme  l'exprime  ce 
lemme,  invoqué  par  Archimède  et  déjà  connu  avant  lui  ;  «  Quelque 
petite  que  soit  la  différence  de  deux  aires,  on  pourra,  en  l'ajoutant 
à  elle-même  un  assez  grand  nombre  de  fois,  surpasser  toute  aire 
finie  donnée  ».  Le  théorème  sur  le  rapport  des  aires  des  cercles, 
qu'Eudémus  attribue  à  Hippocrate,  prouve  que  ce  géomètre  devait 
déjà,  un  siècle  et  demi  avant  Archimède,  s'être  servi  du  lemme  en 
question,  qui,   sous  une  forme  ou  sous  une  autre,  a  été  le  fonde- 
ment de  la  méthode  d'exhaustion  des  anciens. 

Le  principe  de  cette  méthode  aurait  pu  être  démontré  générale- 
ment une  fois  pour  toutes,  en  établissant  que,  si  les  termes  de  deux 
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séries  de  grandeurs  pouvant  être  prolongées  indéfiniment. 
V^        V        V 

V'      v       v 

sont  dans  un  rapport  constant,  de  sorte  qu'on  ait 

V,  :  V'.  =  V,  :  V',  =  V3  :  V'.,  =  . . .  =  a  :  3, 

et  si  les  V^  s'approchent  aussi  près  qu'on  voudra  d'une  quantité  K, 
et  de  même  les  V  '  d'une  quantité  K'.  on  aura  aussi 

K:K'=:a:;3. 

Mais  ni  Euclide  ni  Arcliiniède  n'ont  eu  la  pensée  d'une  telle  géné- 
ralisation; ils  n'ont  jamais  établi  de  métliode  générale  et  uniforme, 
et  se  sont  toujours  contentés  de  démontrer  indépendammejit  les 
uns  des  autres  les  théorèmes  analogues  concernant  les  diverses 
espèces  de  grandeurs. 

L'imperfection  de  l'art  du  calcul  était  un  obstacle  qui  s'opposa 
longtemps  à  l'application  des  méthodes  rigoureuses  pour  la  déter- 
mination du  rapport  approché  de  la  circonférence  au  diamètre.  Il 
fallut  toute  l'habileté  d'un  Archimède  pour  arriver  au  calcul  du 
périmètre  du  polygone  l'égulier  de  96  côtés,  et  en  déduire  que  le 

nombre  cherché  était  compris  entre  3  —  et  3  — • 

*■  To  71 

Hippocrate  avait  pris  une  autre  voie  pour  parvenir  à  la  quadra- 
ture du  cercle.  Il  espérait  en  venir  à  bout  par  ses  recherches  sur  les 
lunules  5  après  avoir  avoir  trouvé  la  quadrature  non-seulement  de 
la  lunule  construite  sur  le  côté  du  carré,  mais  encore  de  toutes  les 
lunules  qui  ont  été  depuis  reconnues  carrables,  il  indiqua  que  la 
solution  de  la  quadrature  du  cercle  dépendait  de  la  quadrature  de 
la  lunule  construite  sur  le  côté  de  l'hexagone.  D'après  le  texte  du 
passage  conservé,  il  aurait  cru  posséder  la  solution  de  cette  dernière 
question-,  mais  il  ne  nous  reste  aucun  renseignement  sur  la  manière 
dont  il  aurait  tenté  de  l'obtenir. 

Ecole  Platonicienne .  —  La  fin  du  v''  siècle,  occupée  par  la 
guerre  du  Péloponnèse,  fut  à  peu  près  stérile  pour  les  Mathéma- 
tiques, si  l'on  excepte  les  travaux  de  Démocrile,  qui  doivent  appar- 
tenir à  cette  époque.  Avec  le  iv^  siècle  commence  une  période 
glorieuse  par  la  réunion  de  tous  les  talents  mathématiques  dans 
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rAcadémic.  Platon  (429-348)  ne  partageait  pas  sur  Ja  Géoinétric 
les  vues  de  son  maître  Socrate,  au  dire  duquel  cette  science  n'avait 
d'utilité  cjue  pour  l'arpentage.  Il  s'appropria  la  science  des  Pytha- 
goriciens et  leurs  idées  mystiques  sur  les  nombres  et  les  figures. 
L'àme  du  monde  a  son  essence  dans  les  nombres  et  les  rapports 
constants.  Les  éléments  du  monde  matériel  sont  les  corps  réguliers 
de  la  Géométrie.  Par  analogie,  tout  dans  les  sociétés  humaines  doit 
être  réglé  par  nombres  et  par  proportions.  La  (jéométrie  est  la 
science  de  ce  qui  est  éternellement.  Les  Mathématiques  sont  l'in- 
termédiaire entre  le  monde  réel,  celui  des  idées,  et  le  monde  du  néant, 
c'est-à-dire  la  matière.  Aussi  comprend-on  qu'il  ait  pu  inscrire  sur 
la  porte  de  son  Ecole  la  sentence  d'exclusion  des  non-géomètres 
que  lui  prête  un  versificateur  byzantin. 

Platon  lec'ommandait  les  Mathématiques  non-seulement  à  cause 
de  leur  importance  théorique,  mais  encore  pour  leur  utilité  pra- 
tique, comme  rendant  l'esprit  plus  propre  à  toute  autre  espèce 
d'étude.  C'est  à  l'estime  que  Platon  leur  a  portée  que  les  Mathéma- 
tiques doivent  d'avoir  conservé  à  toutes  les  époques  une  place,  si 
restreinte  qu'elle  soit,  dans  l'enseignement  de  la  jeunesse. 

Progrès  dans  les  étéments.  —  En  Arithmétique  et  dans  la 
théorie  générale  des  grandeurs,  on  attribue  à  Platon  lui-même  ces 
théorèmes  :  «  Entre  deux  nombres  carrés  on  peut  toujours  insérer 
une  moyenne  proportionnelle  entière  5  entre  deux  cubes  on  en 
peut  insérer  deux  ».  11  modifia  un  peu  la  formule  de  Pythagore 
pour  la  formation  des  triangles  rectangles  en  nombres  entiers. 

Le  pythagoricien  Archytas  et  son  disciple  Eudoxe  s'occupèrent 
particulièrement  des  proportions.  On  attribue  au  second  la  théorie 
des  proportions  exposée  depuis  par  Euclide  dans  son  Livre  V.  Théé- 
tète  passe  pour  avoir  démontré  d'une  manière  générale  qu'un  entier 
non  carré  parfait  ne  peut  avoir  de  racine  carrée  rationnelle. 

La  Stéréométrie  était  peu  avancée  quand  l'Ecole  platonicienne 
entreprit  de  la  perfectionner.  On  doit  à  cette  Ecole  d'avoir  com- 
plété la  théorie  des  polyèdres  réguliers,  d'avoir  découvert  les  pro- 
priétés essentielles  du  prisme,  de  la  pyramide,  du  cylindre  et  du 
cône  de  révolution.  Le  problème  de  la  duplication  du  cube,  posé 
vers  cette  époque,  imprima  aux  études  géométriques  une  grande 
impulsion,  et  Méncchme  découvrit  alors  les  sections  coniques. 

Platon  ne  s'occupait  guère  personnellemimt  de  recherches  ma- 
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théuialiques  ;  il  se  contentait  d'encourager  ses  disciples  dans  cette 
étude,  en  les  éclairant  par  d'ingénieux  aperçus.  Les  méthodes  rigou- 
reuses de  démonstration  étaient  déjà  connues,  comme  on  l'a  vu,  dès  le 
V®  siècle;  mais,  bien  que  les  géomètres  eussent  admis  sans  hésitation 
les  notions  du  point,  de  la  ligne,  de  la  surface,  etc.,  on  n'avait  pas 
encore  songé  à  donner  de  ces  êtres  géométriques  des  détinitions 
exactes.  C'est  l'Ecole  de  Platon  qui,  la  première,  établit  ces  défini- 
tions, telles  qu'on  les  trouve  cliez  Eudide.  Elle  fixa  aussi  les  axiomes 
qui  servent  de  base  à  la  Science.  On  est  fondé  à  croire  que,  dès  le 
temps  d'Aristote,  les  Éléments  rédigés  par  Léon  et  par  Theudius 
avaient  déjà  reçu  la  forme  dont  on  considère  vulgairement  Euclide 
comme  l'inventeur. 

Hankel  décrit  ensuite,  dans  un  remarquable  article  (')  que  nous 
n'entreprendrons  pas  de  résumer,  la  méthode  analytique,  autre 
<  réation  capitale  de  Platon,  grâce  à  laquelle  les  Mathématiques 
purent  s'élever  au-dessus  des  éléments. 

Les  sections  conit/ues  et.  la  duplication  du  cube.  —  MéneclinKï 
obtenait  les  sections  coniques  en  coupant  un  cùiie  droit  par  uii 
plan  perpendiculaire  à  une  arête,  et  la  natupe  de  la  section  dépen- 
dait ainsi  de  l'angle  au  sommet  du  cône.  C'est  Apollonius  qui 
reconnut  le  premier  que  les  trois  espèces  de  courbes  peuvent  s'ob- 
tenir à  l'aide  d'un  même  cône,  et  qui  leur  donna  les  noms  actuel- 
lement en  usage.  Dès  la  lin  du  iv^  siècle,  la  théorie  des  sections 
coniques  était  tellement  avancée  qu'Aristée  l'Ancien  composa  sur 
ces  courbes  un  Traité  en  cinq  livres. 

Dinostrate,  frère  de  Ménechme,  inventa  la  quadratrice,  qui  lui 
servit  à  partager  un  angle  en  un  nombre  quelconque  de  parties 
égales.  La  découverte  de  cette  courbe  et  de  quelques  autres  peut- 
être  introduisit  dans  la  Science  la  notion  de  lieu  géométrique. 

Un  autre  problème  qui  contribua  beaucoup  aux  progrès  de  la 
Géométrie  fut  celui  de  la  duplication  du  cube,  connu  sous  le  nom 
de  problème  de  Délos,  d'après  son  origine  légendaire.  Hippocrate 
reconnut  que  ce  problème  se  ramenait  à  la  construction  de  deux 
moyennes  proportionnelles.  Platon  et  ses  disciples  en  trouvèrent 


(')  Ein  Muster  von  Vertiefung  in  den  philosnphisch-ninthematischen  Geist.  (Cantor, 
Zeitsctir.  f.  Math.   u.  Physik,  1875.) 
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clifFérentes  solutions,  soit  par  des  procédés  mécaniques,  soit  par  des 
constructions  de  sections  coniques. 

Là  finit  la  première  Section  du  livre  de  Hankel.  De  la  Section 
suivante,  qui  devait  traiter  de  la  seconde  période  de  la  Géométrie 
grecque,  l'auteur  n'a  laissé  que  des  fragments,  dont  un  seul  de 
quelque  étendue,  consacré  à  la  Géométrie  d'Euclide,  a  été  reproduit 
par  l'éditeur  à  la  fin  du  volume  (p.  38i-4o4)-  Nous  en  donnerons 
ici  un  aperçu,  pour  interrompre  le  moins  possible  l'ordre  chrono- 
logique des  matières." 

Euclide.  —  Après  avoir  exposé  le  peu  que  l'on  sait,  par  Proclus 
et  Pappus,  sur  la  personne  d'Euclide,  l'auteur  passe  à  l'examen 
de  ses  Ouvrages  et  en  particulier  des  Elèuients .  Ce  livre  est  le  plus 
ancien  des  Traités  de  Mathématiques  que  nous  ait  laissés  l'anti- 
quité, et  c'est  le  seul  qu'on  lise  encore  de  nos  jours  comme  ouvrage 
classique.  Il  a  fait  oublier  tous  les  Traités  qui  l'ont  précédé,  et  qui, 
pour  cette  raison,  nous  sont  restés  presque  totalement  inconnus. 

Hankel  indique  sommairement  le  contenu  des  treize  Livres  des 
Éléments,  et  il  entre  ensuite  dans  une  analyse  détaillée  et  critique 
des  méthodes  du  géomètre  grec.  Et  d'abord,  le  texte  d'Euclide  qu(! 
nous  possédons  est-il  complètement  authentique.'^  On  est  porté  à 
croire  qu'il  s'est  conservé  pur,  à  quelques  interpolations  près, 
comme  celles  qu'a  pu  y  introduire  Tliéon  d'Alexandrie,  et  que 
l'on  reconnaît  parfois  à  ce  qu'elles  interrompent  la  suite  naturelle 
des  propositions.  Parmi  les  différents  textes  qu(;  présentent  les 
manuscrits,  celui  de  l'édition  de  Peyrard  est  généralement  le  plus 
correct,  et  la  plupart  des  passages  interpolés  ne  s'y  trouvent  pas. 

Les  deux  Livres  que  Hankel  étudie  comme  les  plus  importants 
sont  le  \  "^  et  le  VL.  Dans  le  Livre  V,  Euclide  traite,  comme  on  sait, 
des  proportions  entre  des  grandeurs  quelconques.  On  peut  remar- 
ciuer  que,  l)ien  que  les  nombres  soient  un  cas  particulier  des  gran- 
deurs en  général,  Euclide,  dans  son  Livre  \n,  n'en  reprend  pas 
moins,  pour  les  nombres,  la  théorie  des  proportions  tout  entière 
par  un  autre  mode  de  raisonnement.  Une  proportion  telle  que 
a'.h  =.Z\  \  n'est  pas  définie,  tant  qu'on  n'admet  pas  les  nombres 
comme  un  cas  particulier  des  grandeurs.  Hankel,  en  relevant  cette 
lacune  chez  Euclide,  rappelle  à  celte  occasion  le  caractère  des 
méthodes  des  géomètres  grecs,  qui  n'ont  jamais  cherché  à  éviter  par 
l'emploi  des  propositions  générales  les  répétitions  qu'entraîne  leur 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  a^3 

étude  exclusive  des  cas  particuliers.  Il  est  probable  qu'Euclide  a 
reçu  séparément  de  ses  prédécesseurs  les  théories  des  deux  sortes 
de  proportions,  et  que,  naturellement  enclin  au  respect  de  la  tra- 
dition, il  nous  les  a  transmises  sans  chercher  à  les  fondre  en  une 
seule. 

Après  avoir  discuté  la  sixième  définition  du  Livre  V,  l'auteur 
passe  aux  autres  définitions.  11  pense,  avec  d'autres  géomètres,  que 
les  définitions  3  et  4,  bien  que  se  trouvant  dans  tous  les  manuscrits, 
ont  dû  être  interpolées  à  une  époque  où  l'on  avait  cessé  de  com- 
prendre le  Livre  V,  et  il  soupçonne  Théon  d'Alexandiie  d'être 
l'auteur  de  cette  addition.  L'authenticité  de  la  définition  g  lui 
semble  également  suspiute. 

Hankel  termine  son  examen  du  Livre  Y,  en  remarquant  que,  si 
Euclide  démontre  des  propositions  telles  que  celles-ci  : 

«  Si  «  =  ^,  on  a  a  '.  c  =  h  ;  c  ))  ; 

«  ^'\  a  \  h  =  c  '.  d  i^'i  e  '.J  =.  c  ',  cl ^  on  art  ',h  =.  e  '.  /"  » , 
qui  nous  sembleraient  aujourd'hui  évidentes,  c'est  (|ue,  n'ayant  pas 
défini  le  rapport  en  lui-même  comme  une  quantité,  il  ne  se  croyait 
pas  en  droit  d'appliquer  aux  rapports  l'axiome  admis  pour  les 
quantités,  que  deux  quantités  égales  à  une  troisième  sont  égales 
entre  elles. 

Dans  le  Livre  VI,  Euclide  oublie  de  justifier  la  définition  qu'il 
donne  des  polygones  semblables,  en  établissant  la  possibilité  de 
leur  existence.  Il  eût  suffi  pour  cela  de  démontrer  que  deux  poly- 
gones formés  avec  des  triangles  semblables  sont  eux-mêmes  sem- 
blables. 

Dans  tous  les  textes  connus,  on  rencontre  une  définition  arith- 
métique du  rapport  composé,  qui  s'écarte  essentiellement  de  l'esprit 
d'Euclide,  et  que  l'on  doit  considérer  comme  U7ie  interpolation. 
La  définition  dont  Euclide  fait  réellement  usage  revient  à  dire  que, 
si  l'on  a  rt  :  Z>  =z  fl'  :  &',  b'.c  ^=h' :  c' ^  c\d  =  c'  ;  <-/',  le  rapport  a  ',  d 
est  égal  au  rapport  composé  des  rapports  a  \h\  h'  '.  c',  c'  :  d' . 

Un  rapport  composé  de  deux  rapports  égaux  est  dit  rapport  (^ou^/e 
[ratio  duplicata,  >iôyo;  ^m xua-la>\i)^  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec 
le  rapport  double  [ratio  dupla,  hôy^^  <^(^w«!ç),  im'.ni^  des  arith- 
méticiens. 

L'article  se  termine  par  l'examen  de  quelques-unes  des  proposi- 
tions les  plus  importantes  du  Livre  VI. 
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Diophante.  —  Nous  reprenons  maintenant  l'ordj-e  des  matières, 
en  francliissant  la  lacune  laissée  par  l'auteur,  et  arrivant  à  Dio- 
phante, le  seul  représentant  connu  de  l'Algèbre  et  de  l'Analyse 
indéterminée  chez  les  Grecs. 

Eu  étudiant  les  œuvres  d'hommes  de  génie,  tels  qu'Euclide, 
Archimède, 'Apollonius,  on  n'y  rencontre,  comme  productions  arith- 
métiques, que  des  essais  qui  rappellent  l'enfance  de  la  Science,  mais 
une  enfance  sénile,  pour  ainsi  dire,  et  frappée  d'avance  de  stérilité. 
Tout  à  coup,  sans  aucune  transition,  autant  qu'en  en  peut  juger 
par  les  documents  qui  nous  restent,  apparait  un  homme  apportant 
une  idée  neuve  et  féconde,  mais  qui  disparait  ensuite  du  sol  de  la 
Grèce,  sans  v  avoir  pris  racine.  Ce  n'est  qu'après  avoir  sommeillé 
pendant  des  siècles  que  cette  idée  est  reprise  par  les  Hindous  et 
les  Arabes. 

Nous  ignorons  tout  ce  qui  concerne  la  personne  de  Diophante, 
si  ce  n'est  qu'il  habitait  Alexandrie.  Son  nom  (  A<o'<p«v7-«?  ou  Atd^ûvTti? j 
n'est  pas  exactement  connu,  son  lieu  de  naissance  encore  moins; 
même  incertitude  sur  l'époque  de  sa  vie  :  on  conjecture  que  c'était 
vers  l'an  36o  de  notre  ère.  Son  Livre  des  Porismes  est  perdu;  il 
nous  reste  de  lui  un  fragment  d'un  écrit  sur  les  nombres  polygones, 
et  six  des  treize  Livres  dont  se  composait  son  grand  Ouvrage  sur 
V  Arithmétique  ;  heureusement  les  sept  autres  Livres  paraissent 
avoir  été  de  beaucoup  les  moins  importants. 

Après  avoir  analysé  les  procédés  de  Diophante,  et  avoir  montré 
combien  sa  méthode  différait  de  celle  des  géomètres  grecs  de  l'épo- 
que classique,  Hankel  résume  son  jugement  sur  cet  auteur,  en 
lui  accordant  une  place  éminente  au  point  de  vue  de  l'originalité 
de  ses  productions  et  de  la  sagacité  qu'il  déploie  dans  ses  recher- 
ches. Mais  il  lui  manque  d'une  part  la  perfection  et  la  rigueur  que 
l'on  admire  chez  ses  illustres  devanciers,  et  d'autre  part  l'esprit  de 
généralisation  des  modernes.  On  ne  trouve  chez  Diophante  aucune 
trace  de  méthode  générale,  et  lorsqu'une  question  comporte  plu- 
sieurs solutions,  il  se  contente  toujours  d'en  avoir  obtenu  une 
seule,  sans  se  préoccuper  des  autres.  Le  génie  grec  était  déjà  trop 
déchu  pour  que  l'inventeur  d'une  science  nouvelle  pût  faire  école. 
Ce  fut  à  un  autre  peuple,  destiné  à  ce  rôle  par  ses  aptitudes  natu- 
relles, qu'échut  la  tâche  de  cultiver  et  d'augmenter  les  connais- 
sances acquises  par  Diophante. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.       -xi- 

Les  Mathématiques  des  Hindous.  —  L'auteur  rappelle  d'abonl 
en  quelques  pages  les  travaux  philosophiques  et  grammaticaux  des 
disciples  de  Brahtna.  Leurs  connaissances  astronomiques  étaient 
peu  étendues,  ce  qui  s'explique  naturellement  chez  un  peuple  qui 
ne  s'est  jamais  occupé  d'observer.  Seulement  ils  savaient  calculer 
les  éclipses,  au  moyen  de  coquilles  qui  leur  servaient  de  jetons,  et 
avec  une  dextérité  et  une  sùi-eté  qui  étonnent  un  Européen.  On  a 
cru  autrefois  que  ces  méthodes  étaient  des  restes  d'une  antiqut^ 
science,  dont  la  connaissance  eût  été  très-précieuse  pour  le  perfec- 
tionnement de  l'Astronomie  moderne:  mais  il  semble  établi  que  les 
astronomes  hindous  n'ont  guère  fait  qu'appliquer  leurs  procédés 
de  calcul  perfectionnés  aux  méthodes  des  Grecs,  plus  ou  moins 
modifiées.  11  parait  établi,  en  eifet,  qu'aux  temps  de  la  domination 
romaine  en  Egypte,  il  existait  un  commerce  actif  entre  Alexandrie 
et  l'Inde,  et  qu'il  en  a  dû  résulter  entre  les  deux  nations  un  échange 
d'idées,  qui  expliquerait  l'introduction  de  l'zVlgèbre  en  Grèce, 
comme  celle  de  l'Astronomie  sur  les  bords  du  Gange. 

Le  plus  ancien  mathématicien  hindou  dont  les  Ouvrages  aient 
été  conservés  est  Aryabhatta,  né  en  476  :  son  principal  livre  est 
un  Traité  de  Mathématiques  et  d'Astronomie,  X Àryahliattiyaui 
(appelé  aussi,  à  tort.  Ary a-siddhânta) ^  que  l'on  possède  complet 
en  manuscrit,  mais  qui  n'a  pas  encore  été  imprimé.  Son  contenu 
mathématique  est  présenté  d'une  manière  très-concise,  et  réduit  à 
ce  qui  est  indispensable  pour  les  calculs  astronomiques.  On  a  dé- 
couvert récemment  que  le  nom  à' Arj  n-siddhdnta  avait  été  attri- 
bué à  deux  Ouvrages  différents,  dont  l'un  était  l'écrit  d'Aryabhatta 
dont  nous  venons  de  parler,  et  l'autre  un  écrit  beaucoup  idus 
récent,  ne  remontant  pas  au  delà  du  xii^  siècle.  Hankel  a  pu  se 
procurer,  grâce  à  l'obligeance  du  professeur  H.  Kern,  de  Leyde, 
la  traduction  de  quelques  extraits  intéressants  des  œuvres  manu- 
scrites de  l'antique  géomètre  hindou. 

Dans  le  siècle  qui  suivit  Aryabhatta,  les  Mathématiques  arrivè- 
rent au  plus  haut  point  de  développement  qu'elles  aient  atteint 
dans  l'Inde,  et  qui  est  représenté  par  le  Bvdhmasiddhânta.^  écrit  en 
628  par  Brahmagupta  (né  en  098).  Entre  l'époque  de  Brahmagupta 
et  celle  de  Bhàskara  Atchàrya  (né  en  iii4),  la  science  indieniic 
resta  stationnaire,  et  l'histoire  a  peu  de  noms  remarquables  à  citei-. 
Bhàskara  est  l'auteur  du  célèbre  Siddhdnla-Ciroiuani,  qui  contienl 
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deux  Traités  niathématiqucs  :  le  Lildvali^  consacré  à  l'Arithmé- 
tique, et  le  Vidjaganila^  où  est  exposée  l'Algèbre  proprement 
dite.  Ces  deux  Traités,  avec  celui  de  Brahmagupta,  sont  les  seuls 
ouvrages  mathématiques  des  Hindous  dont  on  possède  une  traduc- 
tion, due  à  Colebrookc. 

Après  Bliàskara,  l'esprit  d'invention  semble  éteint  dans  l'Inde  ; 
on  ne  rencontre  plus  que  des  commentateurs,  et  aujourd'hui 
le  livre  le  plus  en  vogue  dans  ce  J)ays  est  un  Traité  arabe  assez 
pauvre  du  xvi*  siècle,  le  Hildset-al-Hisdb  de  Beha-Eddin.  Ace 
propos,  Hankel  fait  observer  que  l'on  aurait  grand  tort  de  conclure 
de  ces  circonstances  que  des  vérités  mathématiques  dont  les  com- 
mentateurs ne  sont  plus  en  état  d'établir  la  démonstration  n'aient 
été  qu'incomplètement  comprises  par  leurs  prédécesseurs,  et 
qu'elles  soient  par  conséquent  des  emprunts  faits  à  l'étranger. 
Chez  nous,  il  est  vrai,  l'énoncé  et  la  démonstration  d'une  proposi- 
tion sont  toujours  transmis  l'un  avec  l'autre  5  il  n'en  était  pas  ainsi 
chez  les  Hindous,  qui  n'écrivaient  que  les  énoncés  versifiés,  les 
démonstrations  se  transmettant  oralement  dans  les  écoles  brahma- 
niques, ce  qui  explique  comment  la  tradition  a  pu  s'en  perdre. 

jRepresentatio/i  des  nombres.  —  Aryabhatta  ne  semble  pas  avoir 
coniui  le  système  de  position  ^  mais  sa  méthode  pour  représenter 
les  grands  nombres  otlre  un  exemple  remarquable  de  l'aptitude  des 
Hindous  pour  inventer  des  notations  abrégées.  Il  représente  par 
les  consonnes  de  l'alphabet  sanscrit  les  nombres  i,  2,  3, .  .  .,  aD, 
3o,  4ot  •  ••!  90^  <^t  l^s  voyelles  indiquent  les  puissances  de  100  par 
lesquelles, ces  nombres  doivent  être  multipliés.  Ainsi,  ga  =  3, 
gi  =  3oo,  gu  =  3oooo,.  .  .  ^1  gô  =  'S .  100*.  On  formait  ainsi  avec 
les  nombres  des  mots  qui  pouvaient  entrer  dans  les  vers  techniques 
des  énoncés.  On  rencontre  aujourd'hui  dans  le  Dekhan  des  traces 
d'un  système  analogue. 

On  trouve  encore  dans  les  Ouvrages  postérieurs  un  système  de 
position,  dans  lequel  les  unités  sont  énoncées  en  commençant  par 
l'ordre  le  moins  élevé,  et  où  l'on  emploie,  pour  traduire  les  chitfres, 
des  synonymes  désignant  des  objets  de  la  ïiature  qui  ont  quelque 
rapport  avec  les  nombres  correspondants  à  ces  chiffres.  Ce  mode 
de  lecture  facilite  l'introduction  des  nombres  dans  les  vers,  et  sert 
en  même  temps  de  moyen  mnémonique  pour  les  retenir. 

^^jt  du  calcul,  /h'ithniétique.  — Les  auteurs  hindous  traitent  du 
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calcul  en  nombres  entiers  et  en  fractions  :  ils  désignent  ces  der- 
nières par  leurs  deux  ternies  superposés,  sans  être  séparés  par  un 
trait;  ils  donnent  diverses  méthodes  couimodes  pour  l'extraction 
des  racines  carrée  et  cubique.  Les  calculs  se  faisant  sur  de  petites 
tablettes  de  bois  peintes  en  noir  ou  en  ronge,  où  l'on  trace  les 
chiffres  à  l'encre  blanche  au  moyen  d'un  roseau,  le  mancpie  de  place 
force  à  elfacer  les  chili'res  à  mesure  qu'ils  deviennent  inutiles.  C'est 
sur  cette  nécessité  que  sont  fondés  les  ingénieux  procédés  des  cal- 
culateurs hindous.  A  la  suite  des  règles  du  calcul,  le  Lilàvati  donne 
comme  applications  la  résolution  de  divers  problèmes.  11  contient 
aussi  la  théorie  des  combinaisons,  la  sommation  des  progressions 
arithmétique  et  géométrique,  celle  des  carrés  et  des  cubes  des 
nombres  naturels,  etc. 

Algèbre.  —  On  la  trouve  exposée  dans  le  ^  idja-ganita,  d'une 
manière  scientiliquc  et  indépendante  du  Livre  élémentaire  qui  le 
précède.  L'addition  est  indiquée  par  une  simple  juxtaposition  des 
signes  de  quantités  ;  la  soustraction  par  la  juxtaposition,  en  surmon- 
tant d'un  point  le  nombre  à  soustraire  \  la  multiplication  en  séparant 
les  deux  facteurs  par  une  abréviation  du  nom  de  cette  opération  ; 
la  division  en  plaçant  le  dividende  sous  le  diviseur  5  la  racine  carrée 
en  faisant  précéder  la  cjuantité  de  l'abréviation  du  mot  qui  signifie 
irrationnel.  Pour  représenter  l'inconnue.  Fauteur  emploie  les  ini- 
tiales d'un  mot  signifiant  tantiun  quantum.  Lorsqu'il  y  a  plusieurs 
inconnues,  on  les  distingue  par  les  noms  de  diverses  couleurs. 

Dans  l'Algèbre  indienne,  on  rencontre  pour  la  première  fois  des 
quantités  absolument  négatives,  isolées  dans  un  membre  de  l'équa- 
tion. Bhàskara  connaît  parfaitement  la  doid>le  solution  de  l'équa- 
tion du  second  degré,  qui  avait  échappé  à  Diophanle.  Diophante 
opère  toujours  sur  des  nombres  rationnels,  tandis  que  les  Hindous 
exécutent  des  transformations  sur  des  expressions  entièrement  irra- 
tionnelles. C'est  ce  qui  leur  a  permis  d'appliquer  l'Algèbre  à  des 
problèmes  géométriques,  et  de  les  résoudre  d'une  manière  bien  plus 
simple  et  plus  directe  que  les  Grecs  n'auraient  pu  le  faire  par  leur 
analyse  purement  géométrique. 

Les  Grecs  ont  bien  pu  calculer  approximativement  la  valeur 
d'une  irrationnelle  géométrique  donnée  sous  forme  explicite  au 
moyen  de  grandeurs  connues  ;  mais  ils  n'ont  jamais  su  dégager  une 
inconnue  d'une  relation  implicite. 
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La  séparation  infranchissable  qui  existait  chez  les  Grecs  entre 
les  nombres  et  les  grandeurs  continues  n'est  jamais  entrée  dans  l'es- 
prit des  Hindous.  Si  la  science  indienne  perdait  ainsi  sous  le  rap- 
port de  la  rigueur,  elle  acquérait  par  contre  une  liberté  d'allures 
et  une  hardiesse  qui  ont  fait  des  savants  brahmanes  les  vrais  fon- 
dateurs de  l'Algèbre. 

Sous  le  rapport  du  calcul  algébrique  appliqué  aux  équations  dé- 
terminées, ils  n'ont  guère  été  plus  loin  que  Diophante.  Ils  ont  ré- 
solu l'équation  du  second  degré  et  quelques  équations  de  degré 
supérieur  facilement  transformables  en  équations  résolul)les  par 
ladicaux;  mais  leurs  découvertes  les  plus  importantes  sont  celles 
qu'ils  ont  faites  en  Analyse  indéterminée. 

Analyse  indétej^jninée.  —  Le  champ  des  recherches  des  Hin- 
dous sur  cette  branche  des  Mathématiques  embrasse  entièrement 
celui  des  travaux  de  Diophante;  mais  chez  eux  les  problèmes  réso- 
lus par  des  artifices  ingénieux  et  singuliers  forment  l'exception;  la 
plupart  des  solutions  reposent  sur  des  principes  déterminés,  appli- 
cables à  des  gi'oupes  entiers  de  problèmes.  L'Analyse  indéterminée 
des  Hindous  diffère  encore  de  celle  de  Diophante  en  ce  qu'elle  consi- 
dère comme  condition  essentielle  que  les  solutions  soient  données  en 
nombres  entiers,  et  c'est  à  ce  point  de  vue  qu'elle  traite  de  la  solu- 
tion générale  des  équations  indéterminées  du  premier  et  du  second 
degré. 

Depuis  Aryabhatta,  les  Hindous  connaissent  une  méthode  pour 
la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation  ax-+-hy  =  c.  Cette 
méthode  diffère  peu  de  celle  que  l'on  attribue  faussement  à  Dio- 
phante, et  (jui  a  été  donnée  pour  la  première  fois,  en  Europe,  par  son 
commentateur  Bachet  de  Meziriac,  en  1624.  Cette  classe  de  pro- 
blèmes, tout  à  fait  inconnus  des  Grecs,  a  sans  doute  eu  son  origine 
dans  des  problèmes  chronologiques  et  astrologiques,  tels  qu'en 
fournit  la  théorie  du  calendrier. 

Des  équations  du  premier  degré,  les  Hindous  ont  passé  à  la  ré- 
solution de  l'équation  ax  -+-  by  4-  c  :^=  xy\  ils  connaissaient  déjà 
la  méthode  donnée  par  Euler  dans  son  Alghhre. 

Quant  aux  équations  indéterminées  du  second  degré,  ils  savaient 
les  ramener,  dans  tous  les  cas,  à  la  forme  aj^  -\-  s  =^  x^ .  Ils  ne  se 
sont  pas  contentés,  comme  Diophante,  de  résoudre  cette  équation 
dans  t[U(l(|ues  cas  particuliers,  en  nombres  rationnels;  ils  ont  créé 
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une  méthode  générale  poui'  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 
aj^ -{-  I  ^x^^  si  importante  encore  aujourd'hui  dans  la  théorie 
des  formes  quadratiques.  Cette  méthode,  appelée  par  eux  méthode 
cjclique,  est  incontestablement  la  plus  brillante  de  leurs  décou- 
vertes, et  l'on  peut  même  dire  que  c'est  ce  qui  a  été  fait  de  plus 
beau  en  théorie  des  nombres  jusqu'au  temps  de  Lagrange,  qui  a  in- 
venté de  nouveau  ce  procédé' dans  son  ^Mémoire  de  1769. 

Ainsi  les  Hindous  étaient  à  une  époque  très-ancienne  en  posses- 
sion de  connaissances  algébriques  très-développées,  comprenant 
presque  tout  le  contenu  du  Livre  de  Diophante.  11  est  à  supposer 
que  ces  connaissances  se  sont  transmises,  au  moins  en  partie,  aux 
Grecs  d'Alexandrie,  qui  les  ont  cultivées  comme  curiosités  mathé- 
matiques, et  que  Diophante  les  a  rassemblées  dans  son  Ouvrage  en 
les  exposant  sous  une  forme  en  harmonie  avec  l'esprit  hellénique, 
et  en  y  ajoutant  ses  propres  recherches.  Mais  ce  rameau  arraché" à 
l'arbre  de  la  science  indienne  et  transplanté  sur  un  sol  étranger  n'a 
pu  y  prendre  racine,  et,  après  avoir  poussé  quelques  feuilles,  a 
péri  sans  laisser  de  traces. 

Principes  de  la  Géométrie  des  Hindous.  —  La  Géométrie  in- 
dienne, bien  inférieure  à  leur  Algèbre,  olire  un  caractère  tout  dif- 
férent de  la  Géométrie  d'Euclide.  On  n'y  trouve  ni  définitions,  ni 
axiomes,  ni  séries  de  démonstrations  enchainées  par  une  logique 
rigoureuse.  Chaque  proposition  se  présente  isolée,  comme  un  fait. 
Pas  d'autre  démonstration  que  la  raison  d'évidence.  La  seule  pro- 
position auxiliaire  dont  il  soit  fait  usage  est  celle  du  carré  de  1  hy- 
poténuse. Les  moyens  de  conviction  reposent  sur  deux  principes  : 
le  principe  de  coïncidence  et  de  symétrie,  et  le  principe  de  simili- 
tude. Aussi  la  Géométrie  constructive  a-t-elle  été  peu  cultivée;  les 
recherches  ont  plutôt  porté  sur  la  Géométrie  de  mesure. 

Calcul  du  triangle  et  du  (juadrilatère.  —  La  proposition  fon- 
damentale du  carré  de  l'hvpoténuse  se  démontre  en  construisant 
le  triangle  rectangle  sur  chacun  des  quatre  côtés  du  carré  de  son 
hypoténuse  et  à  l'intérieur  de  ce  carré.  En  transposant  ensuite  les 
diverses  parties  de  la  figure  ainsi  formée,  on  en  forme  la  somme 
des  carrés  des  deux  côtés  de  l'angle  di^oit.  L'auteur  du  Vidjaganita 
trace  la  iigure,  en  ajoutant  ce  simple  mot  :  «  \ois!  » 

Brahmagupta  donne  l'expression  de  la  surface  du  tiiangle  au 
moyen  des  trois  côtés.  Uankel  indique  des  raisons  qui  portent  à  croire 
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que  cette  formule  n'a  pas  été  empruntée  à  Héron  d'Alexandrie, 
mais  qu'elle  a  été  découverte  par  les  Hindous,  indépendamment 
des  Grecs. 

M.  Chasles  a  cru  trouver  chez  Bralimagupta  une  théorie  com- 
plète du  quadrilatère  inscrit,  comprenant  le  théorème  de  Ptolémée 
et  l'expression  donnée  par  Snellius  pour  l'aire  de  ce  quadrilatère 
en  fonction  de  ses  côtés.  Hankel  montre  que  l'auteur  indien  n'a 
traité  en  réalité  que  le  cas  où  ce  quadrilatère  a  ses  diagonales  per- 
pendiculaires entre  elles  et  celui  où  il  les  a  égales  entre  elles 
(trapèze  isoscèle),  et  il  appuie  son  assertion  sur  les  méthodes  de 
construction  de  ces  quadrilatères  indiquées  à  la  lin  du  Traité  de 
Biahmagupta. 

Quadrature  du  cercle  et  Trigonométrie .  —  Les  Hindous  con- 
naissaient bien  les  théorèmes  nécessaires  pour  le  calcul  du  cercle, 
de  ses  cordes,  des  polygones  régvdiers  inscrits,  etc.,  et  ils  étaient 
arrivés  ainsi  à  des  valeurs  très -approchées  du  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre.  On  trouve  chez  eux,  pour  ce  rapport,  les 

valeurs  y'Tô  •,—•,3,1416=;  ^^j  '  1^*  passaient  du  côté  du  polygone 

inscrit  de  Ji  côtés  à  celui  du  polygone  de  2  71  côtés  au  moyen  de  la 

formule  s^^  =  V  2  —  \J^  —  s^  . 

La  Trigonométrie  des  Hindous  différait  beaucoup  de  celle  des 
Grecs.  Ils  ne  calculaient  pas  au  moyen  des  cordes,  mais  au  moyen 
des  sinus  et  des  sinus  verses.  A  l'aide  des  bissections  d'angles  et 
du  calcul  des  sinus  des  compléments,  ils  avaient  construit,  par  un 
procédé  théoriquement  très-simple,  une  Table  de  sinus  procédant 
suivant  l'intervalle  de  3°  25'.  Les  sinus  étaient  exprimés  en  par- 
ties d'arc  5  ainsi  sin  90°  était  représenté  par  l'arc  égal  au  rayon 
(3438'),  et  sin3°25'par  220',  de  sorte  que  cet  arc  pouvait  être  con- 
fondu avec  son  sinus.  Entre  les  sinus  de  trois  arcs  consécutifs 
a,  Z>,  c  de  cette  Table,  ils  remarquèrent  la  relation 

sin  b 


sine  —  s'\nb  —-    s'inb  —  siurt )  — 


225 


qui   pouvait   servir  à   reconstruire   facilement  la   tabb*.    lîliàskaia 
donne  des  valeurs  encore  [)lus  approchées 

sin  3°45'=: -^,    cos3"25'  =  -i7^, 
1029  4^^7 
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en  erreur  d'un  dix-millionième  seulement.  Pour  leurs  calculs 
astronomiques,  les  Hindous  connaissaient  la  formule  du  triangle 
rectangle  sin A  sin<^  =  sinrt;  mais  le  plus  souvent  ils  ramenaient 
très-adroitement  le  calcul  des  triangles  sphériques  à  celui  des 
triangles  rectiîignes. 

Les  Hindous  ont  fait  preuve  d'une  grande  habileté  pour  l'éta- 
blissement des  formules  d^approximation.  Bien  que  ces  formules 
rappellent  souvent  celles  de  Héron,  cependant  la  ressemblance  n'est 
pas  poussée  assez  loin  pour  qu'on  soit  forcé  d'admettre  un  em- 
prunt. En  général,  rien  ne  justifie  jusqu'à  présent  la  supposition 
que  les  Hindous  n'aient  pas  eux-mêmes  créé  leur  science,  et  qu'ils 
l'aient  reçue  des  Grecs. 

Hankel  termine  son  Chapitre  sur  les  Mathématiques  des  Hin- 
dous par  un  parallèle  intéressant  entre  le  génie  de  ce  peuple  et  le 
génie  grec,  dont  les  caractères  divers  apparaissent  de  la  manière  la 
plus  frappante  dans  leurs  travaux  mathématiques.  îNos  lecteurs 
nous  sauront  gré  de  donner  ici  la  traduction  de  ce  passage,  qui 
répond  d'avance  aux  attaques  dirigées  récemment  contre  la  science 
indienne  : 

«  Si  la  tâche  de  l'historien  est  surtout,  par  la  peinture  des  divers 
peuples  et  des  diverses  époques,  d'élargir  si  bien  nos  idées,  que 
nous  ne  soyons  plus  tentés  de  prendre,  par  étroitesse  de  vues,  les 
choses  de  telle  ou  telle  époque,  de  tel  ou  tel  peuple  pour  l'état 
absolument  normal  5  si  la  tâche  spéciale  de  l'historien  des  Mathé- 
matiques est,  selon  moi,  de  dissiper  le  préjugé  qui  porte  à  croire  à 
l'existence  d'un  seul  mode  d'évolution  historique,  d'une  seule 
forme  de  développement  scientifique  de  cette  science,  le  Chapitre 
que  nous  terminons  en  ce  moment  doit  être  un  des  plus  instruc- 
tifs. 

))  Accoutumés  dès  le  jeune  âge  à  la  forme  rigoureuse  de  la  Géo- 
métrie des  Grecs,  remplis  de  vénération  pour  la  littérature  clas- 
sique de  ce  peuple,  nous  avons  grandi  dans  la  croyance  que  cette 
forme  est  absolument  nécessaire,  cju'elle  est  la  seule  scientifique, 
et  nous  nMuarquons  à  peine  que  non-seulement  la  forme,  mais 
aussi  l'esprit  de  notre  Arithmétique  et  de  notre  Algèbre,  et  même 
de  tout  l'ensemble  des  Mathématiques  modernes,  diffère  complète- 
ment de  la  forme  et  de  l'esprit  de  l'antique  Géométrie.  Le  lecteur 
n'aura  pas  manqué  de  reconnaître  combien  l'esprit  de  la  Science 
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moderne  touciiC  de  près  à  celui  qui  se  révèle  dans  les  Mathémati- 
ques des  Hindous  5  la  suite  de  ce  Livre  fera  voir  à  quel  point,  d'après 
le  témoignage  même  de  l'histoire,  le  développement  des  peuples 
modernes  a  subi,  par  l'intermédiaire  des  Arabes,  l'influence  du  génie 
de  l'Inde.  Dans  ces  circonstances,  les  Mathématiques  de  nos  con- 
génères des  bords  du  Gange  acquièrent  un  haut  intérêt,  que  nous 
justifierons  en  résumant  encore  une  fois,  comme  conclusion,  les 
dispositions  caractéristiques  de  ce  peuple. 

»  Parmi  ces  particularités  de  l'esprit  hindou,  on  remarquera 
d'abord  la  prépondérance  de  l'intuition  immédiate  dans  le  dévelop- 
pement de  la  Géométrie,  ce  qui  forme  un  contraste  singulier  avec 
la  construction  des  propositions  par  l'intermédiaire  des  notions 
abstraites  chez  les  Grecs.  Nous  nous  sommes  déjà  prononcé  sur  les 
avantages  et  les  défauts  de  ces  deux  tendances,  et  nous  nous  con- 
tenterons d'ajouter  une  observation  :  de  même  que  la  méthode 
euclidienne  n'est  pas  devenue  par  l'effet  du  hasard  la  méthode  des 
mathématiciens  grecs,  de  même  cette  méthode  intuitive  des  Brah- 
manes ne  s'appliquait  pas  seulement  à  la  Géométrie,  mais  avait 
une  portée  plus  générale.  La  Métaphysique  des  Brahmanes,  leur 
Cosmologie,  leur  Théologie  n'étaient  pas,  comme  la  Philosophie 
des  Grecs,  le  produit  d'une  activité  réllective,  analysant  les  images 
perçues,  pour  en  former  des  concepts,  et  cherchant,  par  la  combi- 
naison logique  et  systématique  de  ceux-ci,  à  parvenir  à  la  con- 
naissance de  la  vérité  ;  leur  méthode  est  bien  plutôt  celle  de  l'in- 
tuition immédiate,  de  l'entière  concentration  de  l'esprit  sur  une 
pensée  pour  la  creuser,  de  l'absorption  mystique  dans  les  idées  les 
plus  sublimes,  alors  que  l'esprit,  s'oubliant  lui-même,  croit  voir 
les  pensées  qui  rayonnent  de  ce  centre  se  grouper  suivant  leurs 
rapports  essentiels,  en  un  ensemble  unique  et  harmonieux.  Peut- 
être  me  sera-t-il  encore  permis,  pour  montrer  comment  la  méthode 
géométrique  des  Hindous  se  rattache  par  des  fîls  invisibles  à  la 
constitution  générale  de  leur  intelligence,  de  rappeler  que  celui 
des  philosophes  allemands  qui  s'est  senti  le  plus  fortement  attiré 
vers  la  Métaphysique  des  anciens  Brahmanes,  Schopenhauer,  a  été 
un  des  premiers  qui  soit  entré  en  lutte  contre  la  méthode  eucli- 
dienne, et  qui,  sans  avoir  connaissance  de  la  Géométrie  indienne, 
a  proposé  un  développement  intuitif  identi([ue  au  fond  avec  celui 
des  Hindous. 
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»  Tout  élément  intellectuel  singulier  appelant  son  contraste, 
nous  rencontrons  chez  les  Hindous,  à  côté  de  cette  tendance  vers 
l'intuition  immédiate  et  sensible,  une  aptitude  très-prononcée  pour 
les  parties  les  plus  abstraites  des  Mathématiques,  aptitude  que 
nous  avons  déjà  admirée  dans  leur  Arithmétique,  leur  Algèbre,  et 
surtout  leur  Analyse  indéterminée.  Cette  aptitude  se  rattache  étroi- 
tement à  un  sentiment  du  nombre,  de  tous  temps  particulier  à 
ces  peuples,  qui  se  montre  jusque  dans  leurs  rêveries  cosmologiques 
et  théologiques  par  de  fantastiques  combinaisons  de  nombres,  mais 
qui,  dans  l'invention  du  système  de  la  numération  décimale  de 
position,  a  porté  des  fruits  au  profit  de  tout  le  genre  humain.  Ce 
sentiment  est  aussi  caractéristique  chez  les  Hindous  C[ue  l'est  celui 
de  la  forme  étendue  chez  les  Grecs  ;  ici  le  règne  de  la  forme  a  été 
aussi  exclusif  que  chez  les  Hindous  le  règne  du  nombre.  Si  les  peu- 
ples de  l'Europe  moderne  ont  appris  à  concilier  ces  contrastes,  il 
n'en  est  pas  moins  incontestable  que  les  méthodes  des  géomètres 
classiques  de  la  Grèce  sont  beaucoup  moins  en  harmonie  avec 
notre  esprit  que  l'application  des  théorèmes  abstraits  de  l'Algèbre 
aux  figures  géométriques  qui  ne  sont  pas  accessibles  à  l'intuition 
directe  -,  notre  tendance  est  plutôt  celle  des  Hindous  que  celle  des 
Grecs. 

»  C'est  avec  regret  que  nous  voyons  le  brillant  esprit  de  la 
Grèce,  doué  d'un  si  haut  talent  mathématique,  s'éteindre  et  dispa- 
raître ;  mais  cette  synthèse  rigoureusement  logique  et  procédant 
par  constructions,  avec  les  restrictions  qu'elle  s'était  elle-même 
imposées  dans  ses  recherches  sur  les  grandeurs  étendues,  avait  déjà 
donné  tout  ce  qu'elle  pouvait  donner.  Ce  n'est  pas  fortuitement 
que,  après  l'extinction  de  l'activité  productrice  en  Grèce,  un  peuple 
aussi  richement  doué,  mais  dans  une  a.utre  direction,  le  peuple  des 
Aryas  de  l'Inde  vint  occuper  à  son  tour  le  premier  rang  dans  le 
domaine  des  Mathématiques.  11  accomplit,  pour  notre  science,  qui, 
tout  en  utilisant  toutes  les  aptitudes  nationales  particulières,  n'en 
poursuit  pas  moins  un  but  cosmopolite,  la  mission  historique  de 
rejeter  en  arrière  cette  forme  spéciale,  qui,  dans  l'antiquité  mathé- 
matique, sous  des  conditions  spéciales  de  la  vie  intellectuelle, 
avait  été  une  forteresse  de  la  vérité,  mais  qui,  pour  d'autres  peuples 
naïfs,  nouvellement  entrés  dans  la  période  de  développement, 
était    devenue    une    barrière    presque    infranchissable  ;    et  alors, 
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fixant  ses  regards  en  avant,  il  établit  la  domination  du  nombre  pur 
dans  la  Science.  C'est  là  que  commence  le  moyen  âge  des  Mathé- 
matiques, pendant  lequel  cette  domination  ne  s'aftirme  pas  seule- 
ment au  dehors  par  le  premier  et  le  principal  rang  donné  à 
l'Arithmétique  et  à  l'Algèbre  parmi  les  Sciences  mathématiques  et 
par  le  vigoureux  développement  de  ces  deux  branches,  tandis 
qu'une  place  mesquine  était  à  peine  accordée  à  la  Géométrie; 
mais  encore  elle  s'affirme  au  dedans  par  l'application  du  calcul 
algébrique  aux  relations  géométriques.  Toutefois  la  contradiction 
qui  existe  dans  cette  comparaison  directe  du  nombre  pur  avec  la 
grandeur  continue  resta  cachée  au  moyen  âge  -,  sa  constatation  et 
sa  résolution  par  l'idée  de  la  grandeur  numérique  continue  et  de 
l'infiniment  petit  constituent  le  trait  caractéristique  des  jMathéma- 
tiques  modernes.  » 

Dans  le  Chapitre  suivant,  Hankel  traite  de  l'histoire  des  Mathé- 
matiques chez  les  Arabes.  Une  traduction  italienne  de  ce  Chapitre 
a  paru  en  1872  dans  le  Bulletlino  di  Bibliografia  de  M.  le  prince 
Boncompagjii  (*).  L'auteur  y  fait  preuve  de  la  même  exactitude 
d'informations,  de  la  même  sûreté  de  jugement,  du  même  talent 
d'exposition  que  dans  les  Chapitres  précédents.  Seulement  il  a 
trouvé  moins  d  occasions  de  montrer  l'originalité  de  son  esprit, 
sans  doute  parce  que  le  sujet  avait  été  l'occasion  de  travaux  plus 
récents  et  pkis  approfondis  que  les  sujets  traités  jusque-là.  ]\e 
voulant  pas  allonger  à  l'excès  cette  Notice,  déjà  trop  étendue,  nous 
nous  contenterons  de  renvoyer,  pour  l'indication  des  matières  de 
ce  Chapitre,  à  l'article  qui  a  paru  dans  le  Bulletin  en  1873  (*),  et 
nous  nous  occuperons  du  Chapitre  qui  vient  ensuite,  et  qui  a  pour 
titre  :  «   Mathématiques  des  Bomains  w. 

En  passant  de  la  science  des  Grecs,  des  Hindous,  des  Arabes  à 
celle  des  Romains,  la  chute  est  grande.  Ce  peuple,  parmi  tous 
ceux  dont  la  civilisation  a  jeté  un  brillant  éclat,  est  peut-être 
le  seul  qui  n  ait  absolument  rien  fait  pour  les  Sciences  mathéma- 
tiques. 

Leur  calcul  pratique  se  faisait  au  moyen  d'un  système  de  frac- 
tions   duodécimales  et  sexagésimales  [ndnutiœ]^    donnant  lieu   à 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  25^. 
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des  opérations  très-compliquées.  Il  nous  est  re->té  un  Traité  de  ce 
calcul,  dû  à  l'Aquitain  Victorius. 

La  tendance  juridique  de  l'esprit  romain  a  dû  faire  attacher  une 
grande  importance  à  la  délimitation  et  à  la  mesure  des  champs. 
Aussi  possédons-nous  de  nombreux  écrits  sur  l'arpentage,  dus  aux 
groinatici  de  la  lin  de  l'empire  d'Occident,  Sextus  Julius  Fron- 
tinus,  Marcus  Junius  JNipsus,  Balbus,  Hyginus,  etc.,  auxquels  il 
faut  joindre  les  écrits  du  dernier  savant  romain  Boèce  (mort 
en  524),  et  même  ceux  du  pape  Sylvestre  11  (Gerbert\  de  la  fin 
du  x^  siècle. 

Rien  n'est  plus  pauvre  pour  le  fond,  ni  plus  défectueux  dans  la 
forme  que  cette  sorte  de  Pandectes  géométiiqu(.'s  où  sont  colligés 
ces  divers  Tiaités,  que  l'on  dirait  plus  vieux  de  mille  ans  que  la 
Géométrie  des  Grecs. 

Le  contenu  de  cette  collection  se  divise  en  deux  Parties  :  l'une 
consacrée  au  calcul  du  contenu  des  figures,  l'autre  aux  mesures  à 
prendre  sur  le  terrain.  Les  calculs  se  rappoitent  seulement  aux 
figures  les  plus  simples.  11  n'y  est  lait  que  très-peu  d'usage  du 
théorème  de  Pythagore  ;  on  y  emploie  quelques  formules  de  Héron, 
entre  autres  celle  qui  donne  la  surface  d'un  triangle  au  moyen  des 
trois  côtés  5  mais  à  côté  de  cela,  chez  les  mêmes  écrivains  qui  tirent 

de  la  formule  de  Héron  la  valeur  —  cr  pour  l'aire  du  triangle  équi- 

latéral   de  côté  a,  nous  trouvons  pour  la  même  aire  la  formule 

-  (rt--f-  a),  formule  non  homogène  qui  dépend  nécessairement  de 

l'unité  de  longueur,  et  qui  ne  pourrait  guère  s'expliquer  si  elle  ne 
semblait  pas  provenir  d'une  confusion  entre  les  nombres  polygo- 
jiaux  et  les  valeurs  numériques  des  aires  des  polygones  réguliers. 
Les  groinatici  se  servent,  pour  l'aire  d'un  (juadvilatere  quelcon- 

1    1     /.          ,      ,         .            a-{-b  c  -^r-  d  .  ,  . , 

que,  de  la  lormule  égyptienne ,   qui    est  évidemment 

fausse  dans  le  cas  général. 

Sur  le  terrain,  les  arpenteurs  romains  faisaient  surtout  usage  de 
la  chaîne,  qui  leur  suffisait  pour  mesurer  les  côtés  d'un  polygone, 
d'où  ils  concluaient  la  surface,  comme  nous  venons  de  le  voir  pour 
le  quadrilatère.  Dans  les  mesures  des  distances  de  points  inacces- 
sibles, qui  exigeaient  le  tracé  de  perpendiculaires,  ils  employaient 
un  instrument  appelé  Stella  ou  grovia  (d'où  le  nom  de  gromatici)^ 
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équivalent  à  peu  près  à  notre  équerre  d'arpenteur,  et  ils  rame- 
naient, comme  au  temps  de  Thaïes,  ces  mesures  de  distances  à  la 
construction  de  triangles  égaux,  au  lieu  de  faire  usage,  comme 
Héron,  de  triangles  semblables. 

Cette  géométrie  si  grossière  et  si  défectueuse  ne  peut  se  rattacher 
qu'à  celle  des  anciens  Egyptiens,  telle  qu'elle  nous  est  connue  pai- 
le  papyrus  de  Pihind.  Les  Romains  n'ont  pas  su  s'approprier  les 
perfectionnements  que  Héron  avait  apportés  à  la  science  égyp- 
tienne. 

Au  point  de  vue  des  Mathématiques  théoriques,  l'esprit  romain 
est  bien  caractérisé  par  ce  passage  de  Cicéron  :  «  hi  suinmo  honore 
apud  Grcecos  Geonietria  fuit  ;  iuuiue  nihil  uialhematicis  illustrius  : 
at  nos  raiiocinandi  metlendique  utilitate  hujiis  artis  tenniJim'iniiis 
niodam  (').  »  Le  nom  de  mathematicus  devint  bientôt  à  Rome  le 
synonyme  de  devin  ou  d'astrologue. 

Les  seuls  auteurs  latins  qui  se  soient  quelque  peu  occupés  de  la 
théorie  sont  Boèce,  dont  la  Géométrie  se  compose  d'extraits 
d'Euclide,  où  les  démonstrations  sont  omises,  et  Martianus  Capella, 
qui  a  composé  un  poëme  didactique  (*)  où  il  parle  des  Mathémati- 
ques pour  expliquer  les  termes  techniques  des  géomètres  grecs.  On 
peut  mettre  dans  la  même  catégorie  les  Inslitationes  divinarum  et 
sœcularium  litterariunàe  Cassiodore.  C'est  chez  ces  auteurs  que  le 
moyen  âge  a  puisé  toutes  ses  connaissances  mathématiques. 

Le  Cliapitre  consacré  au  moyen  âge  se  divise  en  deux  Parties, 
l'une  embrassant  la  période  qui  va  jusqu'au  commencement  du 
xii^  siècle,  l'autre  la  période  qui  se  termine  au  milieu  du  xv^. 

Les  barbares,  qui  devaient  fonder  un  nouveau  monde  sur  les 
ruines  de  l'empire  déchu,  ne  connurent  d'abord  d'autre  culture 
scientifique  que  le  peu  que  leur  avaient  légué  les  Romains.  Après 
Martianus  Capella,  dont  le  poëme  était  considéré  comme  le  trésor 
de  toute  sagesse,  vint  le  Livre  encore  plus  insignifiant  de  l'évèque 
Isidore  de  Séville  (*),  Cjui  fut  longtemps  l'oracle  de  la  Science.  Du 
continent,  la  culture  scientifique  passa  dans  les  cloîtres  de  l'Irlande 


(')   Tuscul.  I,  t.  II,  .'j. 

(')  Niiptiœ  Philologiœ  et  Mrrcruii. 

(  '  )  Origines  sive  etymologiœ. 
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et  de  la  Grande-Bretagne  5  c'est  de  là  que  sortirent  Bède  le  Véné- 
rable et  Alcuin,  le  précepteur  de  Charlemagne. 

L'art  du  calcul  étant  nécessaire  pour  l'établissement  du  calendrier 
et  la  fixation  des  fêtes,  chaque  couvent  d'hommes  ou  de  femmes  fut 
tenu  d'avoir  au  moins  une  personne  connaissant  la  pratique  de  cet 
art.  On  calculait  rarement  sur  le  papier,  plus  souvent  avec  les  doigts  ; 
il  n'est  pas  encore  question  de  l'abaque  ou  planchette  à  calcul.  On 
ne  se  donnait  pas  la  peine  d'apprendre  par  cœur  la  Table  de  multi- 
plication, les  méthodes  de  multiplication  et  de  division  employées 
à  cette  époque  ne  supposant  pas  la  connaissance  de  cette  Table. 
Seuls,  les  hommes  qui  voulaient  approfondir  l'art  du  calcul  possé- 
daient cette  Table  par  écrit.  Les  plus  avancés  apprenaient  l'usage 
des  minutiœ  des  Romains. 

La  Géométrie  était  encore  plus  négligée  que  l'Arithmétique  *,  à 
peine  mentionne-t-on,  à  l'époque  carlovingienne,  quelques  pré- 
ceptes pour  la  mesure  des  ligures  simples,  extraits  des  ouvrages 
des  arpenteurs  romains. 

Le  premier  réveil  scientifique  date  de  l'Ecole  fondée  par  Gerbert, 
né  à  Aurillac  dans  la  première  moitié  du  x®  siècle  et  qui  devint 
pape  sous  le  nom  de  Sylvestre  IL  Cet  homme,  si  remarquable  parmi 
ses  contemporains,  et  qui  mérita  le  nom  de  reparator  studiorum, 
lit  pour  la  Science  tout  ce  qu'il  était  possible  de  faire  à  son 
époque. 

Ses  connaissances  astronomiques,  bornées  à  la  construction  des 
sphères  armillaires,  des  globes  célestes  et  des  cadrans  solaires, 
étonnèrent  tellement  ses  contemporains  que  la  légende  les  attribua 
à  des  intelligences  avec  le  diable.  Il  employa  tous  ses  efforts  à  se 
procurer  des  copies  des  ouvrages  anciens,  et  il  retrouva  ainsi  pour 
la  première  fois  la  Géométrie  de  Boèce,  découverte  qui  fut  le  poin^ 
de  départ  des  Mathématiques  du  moyen  âge. 

Le  premier  écrit  mathématique  digne  de  ce  nom  qu'ait  produit 
cette  époque  est  une  lettre  de  Gerbert  à  Adalbold,  évêque 
d'Utrecht ,  dans  laqvielle  il  explique  pourquoi  la  surface  d'un 
triangle,  calculée  «  géométriquement  »  comme  le  produit  de  la 
base  par  la  moitié  de  la  hauteur,  ne  conduit  pas  au  même  nombre 

que  la  règle  «  arithmétique  »,  c'est-à-dire  la  formule-  «  («  H-  i) 

des  gi'omadci ;  cela  tient  à  ce  que  cette  dernière  exprime  la  somme 
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de  tous  les  petits  carrés  dans  lesquels  le  triangle  se  décompose, 
bien  que  des  parties  de  ces  carrés  sortent  du  triangle.  C'est  à  partir 
de  ce  temps  que  l'on  commença  à  penser  en  Mathématiques. 
L'Arithmétique  de  Boèce,  recommandée  vivement  par  Gerbert,  réa- 
lisa un  progrès  notable  relativement  à  ce  que  l'on  connaissait  alors. 

Pendant  la  période  qui  commence  à  Gerbert  (fin  du  x^  siècle)  et 
se  prolonge  pendant  le  xi^  siècle  et  les  premières  années  du  xri^, 
il  s'était  manifesté  un  progrès  réel,  bien  que  peu  éclatant.  On 
avait  diligemment  rassemblé  le  peu  de  connaissances  transmises 
par  les  Romains,  et  pour  la  première  fois  on  avait  écrit  des  Traités 
sur  les  Mathématiques,  Traités  connus  seulement  par  les  indica- 
tions des  chroniqueurs,  et  dont  ceux,  en  petit  nombre,  qui  n'ont 
pas  péri,  gisent  oubliés  dans  la  poussière  des  bibliothèques,  sans 
que  l'on  ait  vraiment  à  regretter  cet  oubli.  On  n'en  doit  pas  moins 
reconnaître  les  eilbrts  faits  à  cette  époque  où  les  moyens  d'étude 
étaient  si  pauvres,  et  où  la  science  si  imparfaite  des  seuls  maitres 
que  l'on  put  consulter  était  enveloppée  de  tant  de  difficultés, 
comme,  par  exemple,  le  calcul  des  fractions  chez  les  Romains. 

C'est  vers  ce  temj)s  que  fut  introduit  en  Occident  l'usage  de 
V abaque  à  colonnes.  Hankel  expose,  dans  un  Chapitre  des  plus 
intéressants,  la  méthode  employée,  du  x*  au  xii^  siècle,  pour 
exécuter  la  division  au  moyen  de  l'abaque.  Cette  méthode  satisfai- 
sait aux  conditions  suivantes,  qui  avaient  alors  leur  importance  : 
i*^  restreindre  autant  que  possible  l'emploi  de  la  Table  de  multipli- 
cation, et  ainsi  n'avoir  jamais  à  exécuter  de  tète  la  division  d'un 
nombre  de  deux  chiffres  par  un  nombre  d'un  chiffre  5  2°  éviter 
autant  que  possible  les  soustractions,  et  les  remplacer  par  des  ad- 
ditions 5  3"  elïectuer  l'opération  par  un  procédé  complètement 
mécanique  et  sans  aucun  tâtonnement. 

Hankel  s'occupe  ensuite  de  l'origine  de  l'abaque  et  des  caractèi-es 
numériques  employés  par  les  abacistes.  La  ressemblance  de  ces 
caractères  avec  les  chiffres  ghobàr  des  Arabes  occidentaux  est 
incontestable.  Cependant  les  Arabes  ne  connaissaient  pas  l'abaque, 
non  plus  que  la  règle  de  la  division  enseignée  par  Gerbert;  d'autre 
part,  jamais  les  abacistes  n'ont  fait  usage  de  ces  caractères  pour 
écrire  les  nombres  dans  le  texte  de  leurs  Traités  sur  l'abaque.  Il  y 
a  donc,  pour  expliquer  l'origine  des  chiffres  employés  concurrem- 
ment par  les  abacistes  et  par  les  Arabes,  une  difficulté  que  l'on  a 
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essayé  de  lever  en  adaiettant  riiypothèsc  de  l'origine  alexandrinedc 
CCS  chi tires.  Hankel  discute  celte  hypothèse,  qui  ne  lui  semhle  pas 
admissible.  Il  serait  plutôt  disposé  à  croire  que  Gerbert  aurait  reçu 
ces  chiflres  indirectement  des  Arabes.  Toutefois  la  question  est 
encore  loin  d'être  élucidée. 

Dans  la  seconde  période  du  moyen  âge,  du  commencement  du 
xii''  siècle  au  milieu  du  xv^,  "on  s'occupa  d'abord  de  traduire  les 
Ouvrages  arabes.  On  peut  citer  parmi  les  traducteurs  Platon  de 
Tivoli,  Athelard  de  Bath,  Gérard  de  Crémone,  Campanus,  etc., 
qui  ont  fait  connaître  pour  la  première  fois  les  écrits  d'Al  Battâni 
(Albategnius),  de  Mohammed  beu  Mùsà  al  Khowàrezmi,  le  lAhcr 
trium  fratruni,  etc.,  ainsi  que  les  Eléments  d'Euclide,  les  Splic- 
vujues  de  Tiiéodose,  et  d'autres  Ouvrages  grecs  retraduits  de 
l'arabe.  C'est  aussi  l'époque  de  l'empereur  Frédéric  II  et  d'Al- 
phonse X  de  Castille,  si  célèbres  l'un  et  l'autre  par  la  protection 
qu'ils  accordèrent  aux  sciences. 

Dans  la  dernière  moitié  du  xii^  siècle  naquit  à  Pise  le  plus 
grand  génie  mathématique  du  moyen  âge,  Léonard,  surnomii:/; 
Fibonacci,  qui  non-seulement  introduisit  en  Europe  la  numéra- 
tion indienne  et  l'illgèbrc  des  Arabes,  mais  qui  y  joignit  ses  pro- 
pres découvertes.  Ses  Ouvrages,  étonnants  pour  l'époque  à  laquelle 
ils  ont  été  écrits,  ont  été  publiés  pour  la  première  fois  par  M.  le 
prince  Boncompagni  (*). 

Après  la  mort  de  Léonard  de  Pise,  ses  découvertes  furent  oubliées, 
et  les  Mathématiques  retombèrent  dans  l'état  de  barbarie.  On  re- 
marque seulement  quelques  esprits  éminents  qui,  dans  un  milieu 
plus  favorable,  auraient  pu  s'illustrer  par  d'importants  travaux, 
mais  dont  l'action  est  restée  à  peu  près  stérile.  En  tète  de  tous 
il  faut  citer  INicole  Oresme,  qui,  le  premier,  a  indiqué  l'usage  des 
exposants  fractionnaires,  et  qui  était  sur  la  voie  de  la  grande  con- 
ception de  Descartes,  la  représentation  de  la  marclie  d'une  fonction 
par  les  ordonnées  d'une  courbe.  Bien  que  Hankel  n'apprécie  peut- 
être  pas  assez  haut  les  mérites  d'Oresme,  il  donne  cependant  avec 
détail  l'analyse  de  ses  travaux,  ce  qu'aucun  auteur  français  n'a  pris 
jusqu'ici  la  peine  de  faire. 


(  *)  Scritti  di  Leonardo  Pisano,  vialemalico  del  secolo  deciinotcrzo.  lloma,  1S57-18G2. 
vol.  in-4°. 
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Après  avoir  tracé  un  tableau  rapide  de  la  Science  dans  ces  siècles 
stériles,  absorbés  par  l'étude  de  la  Philosophie  scolasticjuc,  Hankel 
consacre  quelques  pages  à  l'étude  des  Mathématiques  dans  les 
Universités  au  moyen  âge.  La  plus  célèbre  de  toutes,  l'Université 
de  Paris,  s'occupa  très-peu  de  Géométrie.  On  n'y  connaissait 
Euclide  cjue  par  l'extrait  insignifiant  que  contient  la  Géométrie  de 
Boèce.  A  l'Université  de  Prague,  fondée  en  i384,  les  Sciences 
étaient  un  peu  mieux  traitées.  En  Italie,  la  Science  dans  les  Uni- 
versités était  surtout  représentée  par  l'Astrologie. 

En  1494  parut  enfin  la  Sum/na  de  Luca  Pacioli,  où  était 
résumé  tout  ce  que  l'on  savait  de  son  temps  sur  l'Algèbre.  Douze 
ans  plus  tard  naissait,  à  Brescia,  JNicolà  Tartaglia,  à  qui  l'on  doit 
la  découverte  de  la  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré, 
])icn  cjue  ce  problème  eût  été  traité  déjà  par  Scipion  Ferro,  qui 
était  mort  sans  publier  ses  résultats.  Hanhel  raconte  la  vie  si  tour- 
mentée de  Tartaglia  et  ses  démêlés  avec  Cardan.  Il  donne  l'histoire 
de  la  résolution  de  l'équation  du  quatrièaie  degré,  due  à  Ferrari, 
et  non  à  Bjmbelli,  comme  on  l'a  souvent  répété.  Il  signale  les  pre- 
mières indications  de  l'emploi  des  quantités  négatives  et  imagi- 
naires. Il  passe  en  revue  les  travaux  de  Harriot,  dont  l'importance 
a  été  singulièrement  exagérée  par  son  compatriote  Wallis,  et  il 
termine  par  l'analyse  des  découvertes  de  Viète. 

Tel  est  le  résumé  bien  incomplet  du  remarquable  volume  dont 
nous  avons  cherché  à  rendre  compte.  jNous  espérons  c[ue  ce  que 
nous  venons  de  dire  suQira  pour  engager  tous  ceux  cjui  s'intéressent 
à  la  Science  à  lire  le  Livre  de  Hankel,  et  pour  en  faire  désirer  une 


traduction  dans  notre  langue. 


.1.  H. 
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Revue  des  PROGRAMMES  des  Gymnases  et  des  Realsciiulen  deBeulln. 

ScHULTZE  (Ed.).  —  Sur  la  suite  A„,  A,,_,,  A„_3, .  .  .,  A,,  forniéff 
au  moyen  d'un  déterminant  symétrique  A„  =  ^,  iira,i  «^'îs  •  •  -(^'nn' 
2ïi  p.  fFriedrich-Williehns-Gvmnasium,  1871.) 
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Ce  travail  traite  de  quelques  propriétés  des  mineurs  principaux 
du  déterminant  symétrique  [«avl^  où  a.^.^^=a.,.j.^  et  l'on  y  suppose 

Dans  la  première  partie,  l'auteur  transforme,  au  moyen  de  la  sub- 
stitution 


.r/!=J-/;.-|-Cyi,<+,J'A+,  4- 67,  i+2  ,)'{•+.; -I-  .  .  .  -f-Ct.„J-,„       (/.  =1,?.,.  .  .,n] 

la  forme  quadratique  "Za.^yX'^x-,  dans  la  forme 

,     ,       A.    ,       A,    ,  A„      , 

_1|  lA;  -ili— 1 

On  arrive  ainsi  à  la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques  de  Svl- 
vester,  savoir,  que  le  nombre  des  coefficients  positifs  et  des  coelli- 
cients  négatifs  desj'^  est  invariable;  l'auteur  fait  voir,  en  effet,  que, 
si  l'on  change  d'une  manière  quelconque  l'ordre  des  variables  a\ 
la  suite  des  A  présentera  toujours  le  même  nombre  de  variations  de 
signes.  On  obtient,  en  particulier,  les  réductions  de  formes  spéciales 
à  un  moindre  nombre  de  variables,  à  l'aide  du  théorème  suivant  : 

«  Si,  dans  le  déterminant  hessien  d'une  fonction  homogène  du 
second  degré  de  n  variables,  tous  les  mineurs  principaux  du  «"^"'*, 
du  (w  — i]"^""^, .  .  . ,  du  (/7i  -h  I  j"^"*  degré  s'évanouissent,  mais  qu'un 
au  moins  des  mineurs  principaux  du  m"^™®  degré  soit  différent  de 
zéro;  ou  si  tous  les  mineurs  du  (//i-hi)'*""^  degré,  formés  au  moyen 
d'un  mineur  principal  du  m"^""^  degré  non  égal  à  zéro  par  l'adjonc- 
tion d'une  ligne  et  d'une  colonne,  sont  égaux  à  zéro,  la  fonction 
pourra  se  transformer  en  une  fonction  d'un  nombre  de  variables 
égal  et  non  inférieur  à  ui.  » 

La  seconde  partie  du  travail  s'occupe  plus  particulièrement  des 
coefficients  de  transformation  c„x,  et  l'auteur  termine  en  montrant 
comment,  étant  donnée  une  fonction  entière 

F  [x)  =:{x  —  Xi)  [x  —  Xi).  .  .(x  —  X,,"^, 

on  peut  former  un  déterminant  symétrique  dont  la  suite  des  mi- 
neurs principaux  Ao,  A,, .  .  . ,  A„  possède  à  la  fois  les  propriétés  des 
suites  de  Budan  et  de  Sturm. 

iG. 
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AuGUST  (F.).  —  Etudes  sur  l'imaginaire  en  Géométrie.  ('iÔp.^ 
(Friedriclis-Reaiscluilc,  1 872.) 

Dans  l'Introduction,  l'aiiteur  montre,  sur  un  exemple  élémen- 
taire, que,  par  une  modification  des  données  actuelles  d'un  pro- 
blème, le  résultat  anaJytiqucjnent  imaginaire  peut  être  interprété 
au  moyen  de  propriétés  géométriques  réelles.  Il  étaljlit  d'après 
cela  la  condition  générale  d'une  interprétation  géométrique  de 
l'imaginaire.  La  voie  a  été  tracée  pour  ces  considérations  par  les 
recherches  de  MM.  Cremona  et  R.  Sturm,  et  par  l'auteur  lui-même 
dans  sa  dissertation  intitulée  :  Disquisitioiies  de  superjiciehus 
tertii  ordinis;  Berolini,  1862.  Ce  sujet  a  été  surtout  approfondi  par 
V.  Staudt  dans  ses  Beitriige  zur  Géométrie  der  Lage.  Mais  ce 
dernier  Ouvrage  est  d'une  lecture  très-pénible  pour  une  première 
étude  5  aussi  le  but  du  présent  Mémoire  est-il  de  mettre  ces  consi- 
dérations à  la  portée  d'un  plus  grand  nombre  de  lecteurs,  et  ce  but 
a  été  complètement  atteint. 

Dans  la  première  Section  on  trouve  les  définitions,  dans  la 
seconde  des  applications  5  la  troisième  partie,  non  encore  publiée, 
devait  traiter  de  la  continuité  des  figures  imaginaires.  Sans  entrer 
dans  plus  de  détails,  nous  remarquerons  seulement  que  le  point 
imaginaire  et  la  droite  imaginaire  sont  définis  comme  les  éléments 
doubles  d'involutions  quadratiques.  On  se  fera  une  idée  nette  du 
contenu  de  ce  Mémoire  d'après  les  titres  des  paragraphes  : 

I.  Les  éléments  imaginaires.  —  §  1.  Les  points  d'une  droite 
réelle.  §  2.  Les  droites  d'un  faisceau  plan  réel.  ^  3.  Les  plans  d'un 
faisceau  de  plans  simple  réel.  §  4.  Les  constructions  linéaires  dans 
le  plan  réel.  §  5.  Dépendance  entre  les  éléments  réels  et  les  élé- 
ments imaginaires.  ^  6.  Quelques  applications.  Points,  parallèle, 
points  circulaires,  coordonnées  à  l'infini  dans  le  plan  réel.  §  7.  In- 
tersection de  deux  plans;  la  droite  dans  l'espace.  ^  8.  Les  autres 
constructions  linéaires  dans  l'espace. 

IL  Exemples  de  l'extension  des  considérations  géométriques  au 
domaine  de  l'imaginaire..  —  §  1 .  Etant  donnés  trois  couples  d'élé- 
ments correspondants  appartenant  à  deux  séries  projectives  de  même 
espèce  situées  dans  un  même  plan,  construire  un  quatrième  point 
quelconque.  §  2.  Cheicher  toutes  les  droites  qui  coupent  trois 
droites  non  situées  dans  le  mèiue  plan,  et  déterminer  leur  lieu  géo- 
métrique. 
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llcTT  (Eduard).  —  Noui>elle  forme  da  coordoiuiées  sjyhériqacs 
elliptiques.  Leur  application  :  i"  «  la  rectification  et  à  la  qua- 
drature des  coniques  spliériques;  2°  à  la  géométrie  et  à  la  cuba- 
ture  de  la  surface  de  Vomie.  (  aS  p.)  (Friedriclis-Werdersclic 
Gewerbescliule  ^  1872.) 

Les  problèmes  de  la  théorie  de  la  double  réfraction  qui  se  rat- 
lacbent  à  la  surface  de  l'onde  des  cristaux  à  deux  axes  se  résolvent 
de  la  manière  la  plus  élégante  par  l'introduction  de  deux  variables 
représentant  les  angles  entre  un  rayon  vecteur  quelconque  de  la 
surface  et  les  deux  axes  optiques.  Le  travail  actuel  est  un  essai 
pour  montrer  que  ces  deux  variables  peuvent  être  aussi  employées 
avec  avantage  dans  les  Mathématiques  pures.  Voici  le  contenu  des 
Chapitres  de  ce  Mémoire  :  L  Relations  entre  les  coordonnées  recti- 
lignes  et  les  nouvelles  variables.  Signification  géométrique  de  ces 
dernières.  (La  demi- somme  et  la  demi-dilFérence  de  ces  angles 
représentent  les  coordonnées  spliériques  elliptiques.)  IL  Rectifica- 
tion et  quadrature  des  coniques  spliériques.  III.  Propriétés  géomé- 
triques delà  surface  de  l'onde.  IV.  Cubature  de  la  surface  de  l'onde. 

KossAK  (E.).  —  Les  éléments  de  V Arithmétique  (*).  (27  p.) 
( Friedrichs-Werdersclies  Gymnasium,  1872.) 

Ohrtmann  (G.).  — Le  problème  des  tautochrones  (').  (27  p.) 
(Ronigliche  Realschule;  1872.) 

DiTTMAR.  —  La  théorie  des  résidus,  en  particulier  de  ceux  de 
troisième  puissance,  avec  une  Table  des  résidus  cubiques  de  la 
forme  6n-\-i  entre  les  limites  i  et  100.  (18  p.)  (Rôllnisches  Gym- 
nasium^ 1873.) 

Ce  Mémoire  résume  sous  une  forme  succincte  les  principaux 
théorèmes  delà  théorie  des  résidus  de  puissances.  La  valeur  de  ce 
travail  serait  bien  plus  grande,  si  l'auteur  y  avait  joint  des  remarques 
bibliographiques  et  historiques.  Ces  remarques  faisant  complète- 
ment défaut,  il  est  très-difficile  de  décider  si  l'auteur  a  été  guidé  par 
des  recherches  personnelles  quelconques.  Aussi  l'étude  de  cet  écrit 
peut  être  utile  seulement  aux  commençants,  tels  que  les  élèves  de 
la  classe  supérieure  d'un  gymnase. 


(.')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  igS. 
(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  ljc. 
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Stahl  (Ilermanu).  — Sur  les  fonctiotis nictiû/iies  en  Gcornelric 
analytic/ue.  (Sp  p.)  (Luiscnstâdlisclies  Gymnasiuin-,  1873.) 

Nous  remarquons,  dans  l'Introduction  de  cet  intéressant  Mé- 
moire, les  propositions  suivantes,  qui  en  caractérisent  le  contenu  : 

A.  (]ayley  a  le  premier  coordonné  les  théorèmes  métriques  de  la 
(Téométrie  analytique  dans  la  tliéorie  générale  des  invariants,  pai- 
l'introduction  d'une  surface  générale  du  second  degré,  comme  sur- 
lace métrique,  à  la  place  du  cercle  spliérique  imaginaire  à  l'inllni^ 
])uis  F.  Klein  a  fondé  d'une  manière  plus  générale  le  mode  de  me- 
sure, et  a  mis  en  lumière  les  analogies  entre  les  Géométries  métri- 
ques, nommées  par  lui  parabolique,  elliptique  et  hyperbolique,  et 
les  (Géométries  euclidienne  et  non-euclidiennes.  Les  fonctions 
métriques  sont  fondées  sur  le  rapport  anharmonique  [Doppel- 
verhàltniss) .  Avec  le  degré  (l'ordre,  la  classe,  le  rang,  etc.)  de  la 
figure  fondamentale  de  mesure,  varie  le  nombre  des  figures  géo- 
métriques nécessaires  pour  une  détermination  métrique.  Demènie, 
par  exemple,  que,  pour  une  surface  fondamentale  du  second  degré, 
une  fonction  métrique  se  compose  de  deux  points  (la  distance),  ou 
de  deux  j)lans  (l'angle),  on  peut,  si  la  figure  métrique  est  une 
ligne  droite,  parler  de  la  fonction  métrique  de  quatre  plans  (le  rap- 
port anharmonique  de  leurs  intersections  avec  la  droite)  ou  de 
cpiatre  j^oints  5  pour  une  surface  fondamentale  du  troisième  ordre, 
une  droite  forme  avec  un  de  ses  points  une  fonction  métrique  (le 
rapport  anharmonique  du  point  aux  trois  points  d'intersection  de 
la  ligne  avec  la  surface)  ;  pour  une  surface  du  quatrième  ordre,  une 
droite  seule  (le  rapport  anharmonique  de  ses  quatre  points  d'inter- 
section avec  la  surface),  etc.  La  Géométrie  métrique  d'un  degré 
({uelconque  est  la  théorie  des  covariants  simultanés  de  la  forme  de 
la  figure  fondamentale  [MassgebilcJe)  et  d'autres  formes  arbitraires. 
Les  Géométries  métriques  de  tous  les  degrés  forment  le  contenu 
géométrique  de  la  théorie  générale  des  invariants.  La  Géométrie 
mélriqueduseconddegré  est  d'un  intérêt  dualistique  tout  particuliei'. 

Le  Mémoire  renferme  quelques  développements  de  l'idée  de 
Cayley.  Dans  le  §  I,  à  côté  des  fonctions  métriques  de  première 
dimension,  traitées  par  Cayley  et  par  Klein  comme  base  de  la  Géo- 
métrie; métrique  du  second  degré  (la  distance  .de  deux  points  et 
l'angle  de  deux  plans),  l'auteur  place  l'angle  de  deux  droites,  dans 
la  réduction  duquel   à    des  distances  de  points  cl  à   des  angles  de 
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plans  se  présentent  le  plan  normal  et  le  point  normal.  On  obtient 
alors  les  coordonnées  générales,  correspondant  à  la  généralisa- 
tion de  Cayley,  pour  les  points,  les  plans  et  les  lignes,  et  les  équa- 
tions de  transformation  de  ces  coordonnées.  Les  six  coordonnées 
linéaires  générales  se  définissent,  indépendamment  de  leur  déduc- 
tion des  coordonnées  ponctuelles  ou  planaires,  comme  les  cosinus 
des  angles  de  la  droite  avec'les  six  arêtes  fixes  d'un  tétraèdre,  et 
elles  sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  linéaires  de 
Plûcker.  L'auteur  indique  ensuite  les  fonctions  métriques  de 
deuxième  et  de  troisième  dimension,  et  quelques  relations  de  ces 
fonctions  entre  elles.  Le  cas  où  la  surface  fondamentale  du  second 
degré  devient  le  cercle  imaginaire  à  l'infini  est  appelé  le  cas  ordi- 
naire. Comme  exemple  de  l'introduction  et  de  l'emploi  des  fonc- 
tions métriques,  il  étend  au  cas  général  deux  problèmes  connus  : 
dans  le  §  II,  le  problème  du  cercle  de  courbure  d'une  courbe  dans 
l'espace;  dans  le  §  III,  le  pi^oblème  des  lignes  de  courbure,  et  en 
particulier  de  celles  des  surfaces  du  second  ordre. 

Wangehijn  (  Albert) .  —  Sur  Vcciuilihre  des  solides  de  révoluiion 
élastiques,  [l'j  p.)  (SopUien-Realscliule;  i8j3.) 

Ce  travail  est  un  de  ceux  où  les  équations  difiérentielles  de  l'élas- 
ticité, connues  déjà  depuis  longtemps,  sont  intégrées  pour  une 
nouvelle  classe  de  solides,  et,  comme  le  nombre  des  intégrations 
ellectuées  de  cette  nature  est  très-peu  considérable,  ce  nouvel 
exemple  est  digne  d'un  intérêt  spécial.  Ce  INIémoire  a  paru  avant  les 
deux  travaux  de  M.  Borcliardt,  dont  le  Bulletin  a  rendu  compte, 
t.  VII,  p.  i3i  et  i33,  et  où  sont  élégamment  résolus  des  problèmes 
plus  généraux  de  la  théorie  de  l'élasticité.  Nous  avons  dû  faire 
remarquer  celte  circonstance  pour  mettre  hors  de  doute  l'indépen- 
dance des  recherches  de  ]M.  Wangerin  vis-à-vis  des  résultats  plus 
étendus  de  M.  Borcliardt,  ce  que  l'on  aperçoit  d'ailleurs  par  le 
j)lus  simpleexamen.  Outre  les  travaux,  déjà  cités  par  M.  Borcliardt, 
de  MM.  Thomson,  Lamé,  Fr.  Neumann  et  Duliamel,  M.  Wan- 
gerin renvoie  aussi  à  ceux  de  Clebsch  (  Théorie  der  Elasticitat 
j ester  Kôrper,  Leipzig,  1862)  et  de  R.  Hoppe  [Deformatioji  of  an 
clastic  sphœre  pressed  between  twj  parallel  planes  (Quarterly 
Journal,  XI,  1871)].  jNous  indiquerons  d'une  manière  plus  précise 
le  contenu  du  présent  Mémoire,  en  citant  les  paroles  de  l'auteLU'  : 
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«  Prenant  pour  point  de  départ  le  travail  de  Lamé  Sur  l'cqai- 
libre  d'élasticité  des  enveloppes  sphériques  (*  ),  j'ai  d'abord  clierclié 
à  résoudre  le  problème  dans  le  cas  où  l'enveloppe  est  limitée,  non 
plus  par  des  sphères  concentriques,  mais  par  des  sphères  excen- 
triques. J'ai  réussi,  non-seulement  pour  ce  solide,  mais  aussi  pour 
Vanneau  circulaire  et  pour  V ellipsoïde  de  réy^olution,  à  trouver  la 
solution  générale  des  équations  de  l'élasticité  dans  le  cas  de  l'équi- 
libre. J'ai  été  conduit  directement  à  ces  derniers  solides,  parce  que 
l'on  connait  pour  eux  la  solution  de  l'équation  du  potentiel,  et  que 
cette  même  équation  sert,  dans  le  problème  de  l'élasticité,  à  déter- 
miner la  dilatation  cubique.  De  ces  résultats  particuliers  j'ai  tiré 
ensuite  ce  résultat  plus  général  :  Les  équations  différentielles  à 
l'aide  desquelles  se  détermine  l'état  d'équilibre  d'un  solide  de 
réi^olution  quelconque  élastique,  d'élasticité  constante,  peuuent 
s'intégrer,  quajid  on  connaît  la  solution  de  V équation  du  potentiel 
pour  le  solide  considéré.  Par  là  le  problème  de  l'équilibre  élas- 
tique d'un  solide  de  révolution  est  ramené  à  cet  autre  plus  simple, 
d'intégrer  l'équation  dilïerentielle  du  potentiel,  problème  qui  se 
présente  aussi  dans  plusieurs  autres  branches  de  la  Physique  ma- 
thématique. » 

JosT  (Ernst).  —  Le  sjstiime  solaire  considéré  au  point  de  vue 
hydrodynamique.  (34  p-)  ( Andreas-Schule^  i874-) 

Cet  écrit  préteiid  expliquer  les  mouvements  du  système  solaire 
(et  en  même  temps  leur  cause  inconnue,  la  loi  newlonienne  de  la 
gravitation),  en  supposant  l'univers  rempli  d'une  masse  continue 
(l'éther),  agitée  par  des  courants  rapides.  Dans  ces  courants  on 
admet  en  outre  des  tourbillons  autour  de  masses  plus  denses  (le 
tourbillon  solaire  s'étendant  jusqu'au  delà  deJNeptune),  et  les  attrac- 
tions s'expliqueut  par  rinlliience  de  tels  courants  gyratoircs.  Dans 
notre  ignorance  des  phénomènes  élémentaires  les  plus  simples  de 
l'Hydrodynamique,  cette  tentative  ne  pouvait  guère  aboutir  à  autre 
chose  qu'à  une  agréable  fantaisie  poétique,  dont  l'auteur  n'est 
jamais  en  état  de  démontrer  la  réalité.  Une  étude  physique  des  pro- 
blèmes les  plus   simples  de  l'Hydrodynamique,  comme  celle,  par 


(')  Journal  de  Liouvillc,  t.  \IX,  i8")4- —  Coordonnées  curvilignes,  if3.")9,  p.  29g-3âS. 
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cxempie,  (|u'a  faite  récemment  iM.  Kummer  (*)  sur  les  ellet.s  de  la 
résistance  de  l'air,  est  bien  plus  profitable  pour  la  Science  que  de 
vagues  spéculations  de  ce  genre. 

HûssENER  (Hermann).  —  Les  argumeiiLs  de  Copernic  poiu'  le 
mouvement  de  la  Terre.  (28  p.)  (  Willielms-Gymnasium;  1874) 

Ce  travail,  écrit  dans  un  style  agréable,  contient  un  exposé  his- 
torique des  arguments  que  Copernic  a  fait  valoir  comme  preuve  d(; 
son  nouveau  système  dans  son  Livre  De  revolutionihus  orbium 
cœlestium. 

Krahe  (Eduard).  —  Sur  la  démonstration  indirecte.  (i8  p.) 
(Friedriclis-Wcrdersches  Gymnasium;  i8j4-) 

Ce  Mémoire  est  purement  philosophique^  il  explique  l'impor- 
tance pour  la  connaissance  humaine  de  la  démonstration  indirecte 
dans  la  logique,  et  invoque  seulement  de  temps  en  temps,  comme 
éclaircissement,  des  exemples  mathématiques. 

MiJLLER  (Félix).  —  Etude  sur  la  représentation  géométrique 
des  fonctions  elliptiques  par  Maclaurin.  (3op.,  i  pi.)  (K-oniglichc 
Realschule,  etc.;  1875.) 

«  On  connaît  Maclaurin  pour  sa  découverte  de  la  série  qui  porte 
son  nom  \  on  le  connaît  pour  son  théorème  sur  l'attraction  des  ellip- 
soïdes confocaux...  Mais  peu  de  personnes  savent  que  Maclaurin  a 
été  hî  premier  qui  ait  ramené  un  grand  nombre  d'intégrales  ellip- 
tiques à  des  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole...  La  réduction  des  inté- 
grales elliptiques  à  des  arcs  de  sections  coniques  s'eifectue  ici  par 
une  méthode  purement  synthétique  \  Maclaurin  ne  se  contente  pas, 
comme  son  successeur  d'Alembert,  de  trouver  une  substitution 
algébrique  par  laquelle  une  intégrale  se  réduise  à  l'intégrale  d'un 
arc  d'ellipse  5  mais  ses  substitutions  ont  une  signification  géomé- 
trique. »  Ces  paroles  du  commencement  du  Mémoire  en  indiquent 
la  tendance  et  le  contenu.  Cette  étude  a  le  mérite  d'indiquer,  en  les 
faisant  ressortir,  les  recherches  de  Maclaurin  publiées  dans  son 
Treatise  of  fluxions,  et  qui,  à  cause  de  la  liaison  intime  de  la  mé- 
thode des  fluxions  de  Newton  avec  le  point  de  vue  synthétique  et 


(  '  )  Ueber  die  JVirkung  dtr  Luftwlderstaiides  auf  Korper  verschiedener  Gestaît, 
insbesuiidere  auf  die  Geschosse.  (  Abhandiungen  der  Kônigl.  Akad.  der  Wisscnsch.  zii 
lierlin,  iS/j.) 
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géométrique  des  anciens,  ne  sont  que  rarement  étudiées  de  nos 
jours.  Le  mode  d'exposition  choisi  par  l'auteur,  collaborateur  du 
Jahvhuch  fdf  die  Forlschrilte  lier  Malhematlh,  dans  la  démon- 
stration des  lliéorèmes  de  Maclaurin,  est  conforme  à  la  notation 
leibnitzienne  aujourd'liui  en  usage;  quelquefois  ses  démonstrations 
sont  nouvelles.  Jl  en  résulte  que  le  lecteur,  malgré  le  grand  nondire 
des  citations,  ne  sait  jamais  au  juste  quelles  sont  les  additions 
appartenant  à  M.  Mûller,  et  quelles  sont  les  idées  jîuisées  dii-ecto 
ment  cliez  Maclaurin. 

ScHOLz  (J.).  —  Application  de  la  projection  stéréographique  à 
la  perspective.  (i4  p-,  i  pi)  (V  ictoria-Schule-,  nSyS.) 

L'auteur  mentionne  d'abord  la  répugnance  de  beaucoup  d'excel- 
lents peintres  à  suivre  les  règles  exactes  de  la  perspective  centrale. 
Si  ces  praticiens  représentaient  efl'ectivenient,  comme  ils  croient  le 
faire,  sur  une  ligne  droite  trois  points  quelconques  situés  en  ligne 
droite,  leurs  tableaux  devraient,  en  effet,  correspondre  aux  lois  de 
la  pei'spective.  Mais  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu  quand  les  peintres, 
comme  ils  le  font  souvent,  déterminent  les  dimensions  linéaires 
d'après  la  grandeur  de  l'angle  visuel.  M.  Scbolz  trouve  cette  résis- 
tance des  peintres  légitime  à  certains  égards;  car,  dans  tout  tableau 
construit  d'après  une  perspective  rigoureuse,  il  se  produit  à  une 
certaine  distance  du  ^îoint  principal  des  défigurations  désagréables: 
en  outre,  du  même  point  de  vue,  on  obtient  des  images  très-diflé- 
rentes,  bien  que  l'impression  de  l'objet  sur  l'oeil  soit  toujours  iden- 
tique, et  ces  images  diverses,  regardées  de  différents  points  de  vue, 
ne  coïncidant  pas  avec  le  seul  vrai  point  de  vue  théorique,  donnent 
des  impressions  de  relief  peu  satisfaisantes.  L'autcair  trouve  la  cause 
de  cet  inconvénient  dans  la  surface /?/a«e  du  tableau,  qui  n'est  pas 
exigée  absolument  par  lo  problème  de  la  peinture.  Si  au  lieu  d'un 
plan  on  choisit  une  surface .?/;Ae'/iV/«e,  avec  l'oeil  pour  centre,  toutes 
les  images,  même  pour  des  sphères  de  rayons  différents,  seront 
semblables  entre  elles,  et  aux  figures  du  paysage,  que  nous  proje- 
tons inconsciemment  sur  la  voûte  sphérique  du  ciel,  correspon- 
dront d'une  manière  certaine  les  longueurs  des  arcs  de  cercle,  pro- 
portionnelles aux  angles  visuels.  ^lais,  comme  on  ne  peut,  pour  des 
raisons  pratiques,  r(;noncer  au  dessin  sur  un  plan,  il  faudra  faiie 
un  nouveau  report  de  l'image  sphérique  sur  h;  plan,  et  la  méthode 
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à  employer  pour  cela  est  encore  aibitraire.  L'auteur  propose  connue 
nouvelle  la  projection  stéreographiquc,  dans  laquelle  a  lieu  une 
représentation  conforme.  II  étudie  les  lois  conuues  de  cette  repré- 
sentation, et  trouve  ce  résultat  important  pour  la  pratique  :  au 
tableau  perspectif  représenté  stéréograpliiquemcnt,  un  champ  visuel 
embrassant  45  degrés  est  encore  très-couvenable;  si  sur  ce  tableau 
il  ne  se  trouve  pas  vers  le' bord  de  ligues  trop  longues,  on  pourra 
étendre  le  champ  visuel  jusqu'à  60  degrés.  Deux  dessins  du  même 
objet,  l'un  suivant  la  perspective  linéaire  ordinaire,  l'autre  suivant 
la  projection  stéreographiquc,  et  entre  lesquels  on  n'aperçoit  que 
des  différences  insigniliautes,  servent  à  éclaircir  le  texte. 

E.  L. 


rUBBLlCAZIONI  del  Re\le  Osservatobio  di  Brera  in  Mn.\No. 

Les  Effemevidi  astroiiomidte  calcolale  pel  meridiano  di  3/i- 
luno,  commencées  avec  l'année  177J  et  qui  contiennent  tant  de 
Mémoires  intéressants  de  Régie,  de  Cesaris,  de  Piazzi,  d'Oriani... 
ont  pris  fin  avec  l'année  1870.  La  facilité  des  communications  rend 
en  effet  inutiles  les  éphémérides  astronomiques  spéciales  à  chaque 
pays,  et,  à  moins  de  sommes  excessivement  considérables,  des 
recueils  de  cet  ordre  sont  destinés  à  rester  inférieurs  au  Nautical 
Almanac,  au  Jalirhucli  de  Berlin,  ou  à  la  Connaissance  dos 
Temps.  C'est  au  moins  ce  qu'a  pensé  M.  G.  Schiaparclli  lorsqu'il 
a  substitué  au  volume  annuel  de  l'Observatoire  de  Brera  une  publi- 
cation dont  les  fascicules  paraissent  à  des  époques  indéterminées  et 
renferment  chacun  un  Mémoire  spécial. 

Les  Mémoires  déjà  parus  touchent  à  des  ordres  d'idées  bien  va- 
riées ^  nous  les  analysons  ici  brièvement. 

1.  Sul  grande  commovimento  atmosferico  avvenuto  il  \°  di 
agosto  1872  7ze//rt  bassa  Lombard ia  e  nella  Lomelliiia ;  annota- 
zioni  di  G.  Celokia. 

C'est  une  étude  détaillée  et  intéressante  d'un  violent  orage  qui  a 
éclaté  dans  les  environs  de  Milan  à  la  date  indiquée. 

2.  Osseivazioni  asironoudche  e  fisiclie  sidla  grande  cometa 
del  1862  [Comela  1862,  III),  di  (j.-Y.  Schiapauelli. 
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Ce  Mémoire  renferme  une  description  minutieuse  des  transfor- 
mations survenues  dans  la  comète  du  17  au  3 1  août,  et  des  dessins 
qui  reproduisent  les  diverses  apparences  de  cet  astre  5  il  est  donc  à 
consulter  par  tous  ceux  cjui  s'occupent  de  la  théorie  physique  des 
comètes.  A  l'exemple  de  Bessel,  de  M.  Pape  et  de  M.  Roche, 
M.  Schiaparelli  déclare  que  le  développement  de  la  chevelure  lui 
paraît  ne  pouvoir  s'expliquer  que  par  l'existence  d'une  force  répul- 
sive émanant  du  Soleil. 

3.  I  precursori  di  Copernico  nelV  antichità.  Ricerche  storiclie 
di  G.-\.  Schiaparelli. 

L'auteur  analyse  les  divers  systèmes  cosmiques  de  Philolaûs,  qui 
faisait  tourner  les  étoiles,  les  planètes  et  la  Terre  autour  d'un 
même  point  central;  de  Platon,  pour  lequel  la  Terre  est  immohile 
au  centre  du  monde  ;  d'Héraclide,  qui  a  affirmé  que  la  Terre  tournait 
sur  elle-même  d'occident  en  orient  et  fait  du  Soleil  le  centre  des 
mouvements  de  Mercure  et  de  Vénus  ;  d'Aristarquc  de  Samos,  qui 
le  premier  a  fait  tourner  la  Terre  autour  du  Soleil. 

On  voit  donc  que  les  astronomes  grecs  ont  touché  de  bien  près 
au  système  de  Copernic. 

4.  Salle  iiaviazioui  periodiche  e  non  periodiche  délia  tempé- 
rature nel  clima  di  Alilano,  Memoria  di  G.  Celoria. 

C'est  un  résumé  complet  des  observations  thermométriques 
faites  à  l'Observatoire  de  Brera,  de  1^63  à  1873. 

5.  Osservazioni  astronomiche  diverse  faite  nella  specola  di 
Milano  da  G.  Tempel  (  1 871 -1874). 

Ce  Mémoire  renferme  les  observations  astronomiques  des  comètes 
1871,  IV5  i87i,V5  1873,1;  1873,11;  1873,  IV;  1873,  V  (comète 
périodique  de  Brorsen);  1874,  1  (comète  périodique  de  Winnecke); 
des  remarques  sur  les  transformations  de  la  comète  1874,  Hl 
(comète  de  Coggia),  et  une  carte  des  Pléiades  avec  la  nébuleuse  de 
Mérope . 

6.  Corrispondenza  astronomica  fra  G.  Piazzi  e  B.  Oriani  pidi- 
hlicata  per  ordine  di  S.  E.  il  Ministro  délia  pubhlica  Istruzione. 

Cette  correspondance  s'étend  de  1791  jusqu'à  1826,  c'est-à-dire 
depuis  la  fondation  de  l'Observatoire  de  Palerme  jusqu'à  la  mort 
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de  Plazzi.  Dans  les  lettres  de  ce  dernier,  on  trouve  toute  l'histoire 
du  Catalogue  de  Palermc,  celle  de  la  découverte  de  Cérès  et  des 
incertitudes  qui  la  suivirent.  Dans  les  lettres  d'Oriani  ce  sont  des 
encouragements,  des  conseils  sur  les  questions  matliéuiatiques  qui 
touchent  à  l'Astronomie. 

Cette  même  série  de  lettres  nous  montre  aussi  Piazzi  ardent, 
expansif,  prompt  à  des  jugements  précipités,  mais  aussi  capable  de 
les  rectifier.  Oriani,  d'un  esprit  plus  calme,  s'y  fait  reconnaître 
comme  plus  modéré  dans  l'expression  de  sa  pensée,  mais  d'une 
fermeté  absolue  lorsqu'il  s'agissait  de  défendre  les  droits  de  sou 
ami. 

7.  Osservazioni  di  stelle  cadenù  faite  nelle  stazioni  ilaliana 
durante  Vanno  187^. 

C'est  le  Catalogue  des  étoiles  filantes  observées  dans  22  stations. 

8.  Resoconto  délie  operazioni  fatte  a  Milano  nel  i8yo  in  cor- 
vispondenza  cogliastronuvn  délia  Commissione geodetica  suizzesa 
per  deterndnare  la  difjercnza  di  longitudine  delV  Osservatorio 
di  Brera  colV  Osservatorio  di  Neuchatel,  per  G.  Schiaparelli  e 
G.  Celoria. 

Ces  observations,  se  rattachant  à  celles  qui  sont  poursuivies 
dans  toute  l'Europe  par  les  soins  du  Comité  permanent  de  la 
mesure  du  degré,  ont  été  faites  avec  des  lunettes  méridiennes 
brisées  de  Ertel  et  des  chronographes  de  Hipp. 

Les  différences  de  longitudes  obtenues  sont  les  suivantes  : 

m        s 

Milan-Zurich 2.33,622 

Milan-Berne 7.  0,1 83 

Milan-Neuchâlel 8.55,989 

Milan-Genève 12.  8,955 

Pour  cette  dernière  les  nombres  du  Nautical  Ahnanac  don- 
naient I2'"9%0. 

9.  Le  sjere  omocentriclie  di  Eudosso,  di  Callippo  e  di  Aristo- 
tele,  Menioria  di  G.  Schiaparelli. 

Sur  les  affirmations  répétées  de  Bailly  et  de  Delambre,  on  croit 
généralement  que  l'Astronomie  des  Grecs  n'a  commencé  qu'avec 
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HipparqiieetPtoléméo;  il  n'eu  esl  rien,  et  le  système  des  épicycles 
a  été  précédé  par  une  liypotlièse  tout  aussi  ingénieuse,  imaginée 
par  Eudoxe  de  Cnide  (4o8-35j  av.  J.-C).  C'est  au  développement 
mathématique  et  historique  de  ce  système  des  sphères  homocen- 
triques  que  M.  G.  Schiaparelli  a  consacré  sa  vaste  érudition. 
Eudoxe  suppose  que  le  Soleil,  la  Lune  et  les  planètes  sont  fixés  sur 
Téquateur  d'une  sphère  qui  tourne  unii'ormément  autour  de  deux 
pôles;  ces  derniers  ne  sont  pas  immobiles,  car  ils  appartiennent 
eux-mêmes  à  une  deuxième  sphère  plus  grande  qui  tourne  autour 
d'un  axe  différent  du  premier  5  celle-ci  est  liée  de  la  même  ma- 
nière à  une  troisième,  et,  si  c'est  nécessaire,  à  une  quatrième 
sphère.  Par  ce  système  l'astronome  de  Cnide  rend  compte  des 
principaux  phénomènes  du  mouvement  apparent  des  planètes,  et 
cela  avec  une  exactitude  comparable  à  celle  des  observations  de 
l'époque  où  il  vivait. 

Plus  tard,  le  mouvement  des  planètes  étant  mieux  connu.  Cal- 
lippe  dut  porter  de  26  à  55  le  nombre  des  sphères  homoeentriques 
d'Eudoxe,  et  enfin  l'école  d'Alexandrie  substitua  aux  sphères  les 
épicycles,  plus  propres  aux  calculs  numériques. 

Le  Mémoire  de  M.  Schiaparelli  n'est  pas  susceptible  d'une  courte 
analyse.  Il  sera  lu  et  médité  par  tous  ceux  qui  s'intéressent  à 
l'Histoire  de  l'Astronomie. 

iO.  SulV  eccîissi  solare  totale  delZ  giiigiio  laSp.  Meinoria  di 
G.  Celoria. 

Cette  éclipse  est  signalée  par  les  chroniques  comme  ayant  été 
totale  dans  le  midi  de  la  France  et  dans  le  Nord  de  l'Italie.  M.  Ce- 
loria  constate  d'abord  que,  d'après  la  théorie  lunaire  de  Hansen, 
la  zone  de  totalité  est  assez  différente  de  celle  que  l'on  peut  déduire 
de  l'observatioji  -,  il  cherche  ensuite  de  combien  il  faudrait,  pour 
cette  époque,  changer  la  position  du  noeud  ascendant  et  la  situation 
de  la  Lune  sur  son  orbite  pour  satisfaire  aux  conditions  de  l'ob- 
servation. Malheureusement  les  données  ne  conduisent  qu'à  une 
seule  équation  entre  ces  deux  quantités.  G.   R. 
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PUBLICATIONS  NOUVELLES. 

^Iakié-Davy.  —  Instructions  pour  les  observations  météorolo- 
giques.—  Paris, Gautliier-Villars,  1876.  In-4°,  Sp  p.     2  fr.  Soc. 

Mémorial  de  l'Officier  dû  Génie,  ou  Recueil  de  Mémoires,  Expé- 
riences, Observations  et  Procédés  généraux,  propres  à  perfec- 
tionner la  fortification  et  les  constructions  militaires,  rédigé  par 
les  soins  du  Comité  des  fortifications.  j\°2i,  1870.  1  vol.  in-8", 
393  p.  7  fr.  5o  c. 

EXTRAIT  DE  LA  TABLE  DES  MATIÈRES. 

Mcircillc  :  Notice  sur  le  rétablissement  du  pont  de  Clerval  (sur  le  Doubs) 
en  janvier  1871.  —  Marcillc  :  Note  sur  la  destruction  du  tunnel  de  Marlain- 
ville,  en  septembre  1870.  —  BaUly-Mait.re  :  Mémoire  sur  la  mise  en  place 
et  le  fonctionnement  des  barrages  de  la  Moselle  à  Thionville  pendant  le  blocus 
de  1870,  etc.  —  Compte  rendu  des  travaux  de  roctage  exécutés  au  fort  de  la 
Croix-Faron,  etc.;  suivi  d'observation  relative  à  l'emploi  des  dynamites  et  du 
colon-poudre  comprimé.  —  Curie  :  Nouvelles  expériences  relatives  à  la 
théorie  de  la  poussée  dos  terres.  —  Peaiicdlier  :  Mémoires  sur  les  conditions 
de  stabilité  des  voûtes  en  berceau.  —  Gmilicr  :  Noie  sur  les  niveaux  à  colli- 
mateur. —  Goulier  :  Description  raisonnée  des  mines  de  nivellement  de 
l'École  d'application  de  l'Artillerie  et  du  Génie.  —  Goulier  :  Note  sur  une 
boussole  nivelante  en  métal,  organisée  en  vue  du  service  du  Génie.  —  Note 
sur  la  lunette  anallatique  de  M.  Goulier.  —  Note  sur  divers  instruments  de 
nivellement  propres  à  être  utilisés  en  campagne  et  dont  la  plupart  sont  suscep- 
tibles d'être  improvisés  au  moment  du  besoin.  —  Note  sur  le  téléiconographo. 
—  Uenseignements  sur  les  poids  des  charges  de  dynamite  Nobel  n°  i 
(75  pour  100)  à  employer  dans  différents  cas  de  rupture  des  maçonneries.  — 
Emploi  de  l'asphalte  dans  les  constructions  militaires.  —  Notes  diverses  sur 
l'art  des  constructions. 

MoiGNO  (l'abbé).  —  Plivsique  et  physique  du  globe.  Diveis  Mé- 
moires de  MM,  Tyndall,  Carpenter,  Ramsay,  Rapliacil  de  Rossi 
et  Félix  Plateau.  — Paris,  Gautliier-Villars,  1875.  i  vol.  in-i8 
Jésus,  196  p.  2  fr.  5o  c. 

MoKCEL  (C'^  Th.  du).  —  Exposé  des  applications  de  l'éleclric' 
3^  édition  entièrement  refondue.  Tome  I\'  :  Applications 
niques  de  l'électricité.  —  Paris,  E.  Lacroix,  s.  d.   i   v 

in-8",  5f)9  p.,  9   pi.    Cartonné.  terminants, 

'  ^  aidiant  seules. 
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NicoLAÏDÈs  (N.).  —  Analectes  ou  série  de  Mémoires  sur  les  diverses 
parties  des  Mathématiques.  16*^  et  17*^  livraison,  —  Athènes, 
1 874-1 870,  in-8,  Lxvi-3o  p.  Chaque  livraison.  80  c. 

Normand  (J.-A.).  —  Mémoire  sur  les  occultations  d'étoiles  par  les 
planètes.  —  Paris, Gauthier-Villars,  1876.  In-4°,  20  p.  1  fr. 

Peaucellieti.  —  Mémoire  sur  les  conditions  de  la  stabilité  des 
voûtes  en  berceau.  (Extrait  du  Mémorial  de  V  Officier  du  Géjiie, 
n°  24.)  —  Paris,  Gauthier-Villars,  1875.  In-8",  01  p.  2  fr. 

Phillips.  —  Cours  d'Hydraulique  et  d'Hydrostatique,  professé  à 
l'Ecole  Centrale.  Rédigé  par  Al.  Gouilly.  —  Paris,  Dejey,  i8j5. 
I  vol.  grand  in-8.  i5  fr. 

Secchi  (le  P.).  —  Le  Soleil.  ■2'^  édition,  revue  et  augmentée. 
P*^  Partie.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  1875.  i  vol.  grand  in-8", 
428  p.,  et  atlas  in-4",  6  pi.  18  fr. 

Société  météouologiqle  de  France.  —  Annuaire  de  la  Société  mé- 
téorologique de  France.  Tome  XIX,  1871.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars.  I  vol.  grand  in-8°,  i34-io8p.  3o  fr. 

—  Nouvelles  météorologiques,  publiées  sous  les  auspices  de  la  So- 
ciété météorologique  de  France,  4^  et  5'^  année,  1871-1872.  — 
Paris,  Gauthier-Villars.  2  vol.  grand  in-8",  1 86-235  p.  Chaque 
volume.  lafr. 

—  Tables  usuelles  de  la  IMétéorologie,  par  M.  E.  Renou.  Supplé- 
ment.   —  Paris,    Gauthier-Villars,    1870.   Grand   in-8",   24   p- 

I  fr. 

Spakre  (C*^  M.  de).  —  Sur  la  détermination  géométrique  de  quel- 
ques infiniment  petits.  (Extrait  du  Bulletin  de  la  Société  de 
Statistique  de  V Isère.)  — Paris,  Gauthier-Villars,  1875.  Grand 
in-8",  25  p.  I  fr.  5o  c. 

Sturm  (Ch.).  —  Cours  de  Mécanique  de  l'Ecole  Polytechnique. 
3"  édition,  revue  et  augmentée  par  E.  Prolhet.  —  Paris,  Gau- 
thier-Villars, 1875.  2  vol.  in-8",  3o8-44i  P-  12  fr. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

FALK  (M.),  docent  i  matematik.  —  L  robok  i  detersiinaxt-teoriens  forsta 
GRUNDER,  for  hogre  làroanstalter  och  till  sjelfstudium  utarbetad.  —  Upsala, 
1876,  I  vol.  in-8°,  iv-96  p.  ('). 

Dans  la  plupart  des  Traités  sur  la  tliéorie  des  déterminants,  on 
prend  pour  point  de  départ  la  tliéorie  des  combinaisons  ou  les  pro- 
priétés des  fonctions  alternées.  L'auteur,  considérant  ces  principes 
comme  trop  abstraits  pour  les  commençants,  a  préféré  établir  cette 
théorie  sur  une  autre  base. 

Il  commence  par  définir  un  déterminant  du  n"""*  degré 

I  a,  62  C3 .  .  .  k„  I 
comme  représentant  la  somme 

des  produits  des  éléments  de  la  première  ligne  verticale  par  les  dé- 
minants A,,  de  degré  n  —  i,  obtenus  en  supprimant  la  première 
ligne  verticale  et  la  /-'"^^'"^  ligne  horizontale.  Ces  déterminants  de 
degré  n  —  i  sont  définis  eux-mêmes  au  moyen  de  déterminants  de 
degré  n  —  2,  ceux-ci  au  moyen  de  déterminants  de  degré  Ji  —  3, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  des  déterminants 
du  second  degré,  dont  la  valeur  s'obtient  directement. 

De  cette  définition,  M.  Falk  déduit,  sans  employer  d'autres 
considérations  que  les  premiers  éléments  de  l'Algèbre,  toutes  les 
propriétés  fondamentales  des  déterminants. 

Il  passe  ensuite  aux  principales  applications  des  déterminants 
et,  en  premier  lieu,  à  l'élimination  entre  des  équations  du  premier 
degré  et  de  degré  supérieur.  La  méthode  d'élimination  le  conduit 
à  une  démonstration  simple  du  théorème  de  la  multiplication  des 
déterminants. 

Comme  seconde  application,  il  traite  des  propriétés  des  détermi- 
nants fonctionnels. 


(')  Falk  (M.).  —  Exposition  des  premiers  principes  de  la  théorie  des  déterminants, 
à  l'usage  des  établissements  d'instruction  supérieure  et  des  personnes  étudiant  seules. 
Bull,  des  Sciences  matliém.  et  astrun.,   t.  X.  (Juin  1876.)  i'] 
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Les  quarante  dernières  pages  du  volume  contiennent  un  précieux 
recueil  d'exemples  divers,  destinés  à  servir  d'exercices  relativement 
aux  diverses  sections  du  Livre,  et  empruntés  en  partie  à  divers  au- 
teurs, avec  indication  exacte  des  sources. 

On  voit,  d'après  ces  courtes  indications,  quels  services  cet  Ou- 
vrage pourra  rendre  à  l'enseignement,  par  les  méthodes  simples  et 
nouvelles  qui  y  sont  exposées,  et  il  serait  à  désirer  qu'une  traduc- 
tion le  mit  à  la  portée  d'un  plus  grand  nombre  de  lecteurs. 

J.  H. 


HOEFER  (F.).  —  Histoire  de  l'Astronomie,  depuis  son  origine  jusqu'à  nos 
JOURS.  —  Paris,  1873,  Hachetle.  i  vol.  in-8°. 

Les  histoires  de  l'Astronomie  sont  assez  nombreuses.  Pour  ne 
citer  que  les  principales,  celles  qui  ont  l'autorité  de  livres  clas- 
siques, nous  avons  celles  de  Weidler,  de  Bailly,  de  Delambre, 
d'Ideler,  de  Grant,  et  enfin  de  Mâdler.  Si  l'on  joint  à  ces  travaux 
d'ensemble  les  historiques  que  plusieurs  astronomes  ont  successi- 
vement écrits  sur  quelques  questions  spéciales,  on  pourra  se  con- 
vaincre que  les  progrès  graduels  de  nos  connaissances  sur  l'Univers 
ont  été  bien  des  fois  racontés. 

Mais  toutes  ces  histoires  sont  volumineuses,  leur  auteurs  sont 
parfois  entrés  dans  le  développement  de  questions  mathématiques 
délicates,  et  elles  ne  sauraient  être  mises  avec  profit  dans  les  mains 
de  tous.  Ecrire  une  histoire  abrégée  de  l'Astronomie  pouvant  être 
lue  par  tous,  même,  et  peut-être  surtout  par  ceux  qui  n'ont 
aucune  connaissance  mathématique,  tel  parait  être  le  but  que  s'est 
proposé  M.  Hoefer,  après  avoir  publié  une  histoire  de  la  Chimie, 
une  histoire  de  la  Pliysique,  une  histoire  des  Mathématiques,  une 
histoire  de  la  Botanique  et  une  histoire  de  la  Zoologie.  Un  pareil 
tour  de  force  peut-il  être  accompli  ?  Je  suis  pour  ma  part  disposé  à 
croire  que  non,  et  je  n'entrevois  guère  une  histoire  de  l'Astronomie 
écrite  autrement  que  dans  le  style  sobre,  clair  et  concis  des  Mathé- 
matiques. 

Ces  réflexions  me  sont  surtout  inspirées  par  la  lecture  de  la  pre- 
mière Partie  du  volume  de  M.  Hoefer,  celle  qui  traite  de  l'Astro- 
nomie ancienne  des  Chaldéens,  des  Grecs,  des  Egyptiens.  Sur  les 
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travaux  astronomiques  de  ces  siècles  reculés,  tout  nous  manque  à 
peu  près.  Les  écrits  de  Bérose,  de  Manetlion,  de  Thaïes,  d'Apollo- 
nius, etc.,  ne  nous  sont  parvenus  que  mutilés  par  Pline  et  ses  com- 
mentateurs. Les  traits  saillants  de  leurs  connaissances  sont  donc 
seuls  restés,  et  je  ne  pense  point  que,  pour  rétablir  les  intermé- 
diaires, il  soit  bon  de  se  demander  comment  raisonnerait  là-dessus 
«  un  sauvage  ou  un  enfant  uris  en  présence  du  Ciel  et  de  la  Terre  ». 
C'est  vraiment  faire  injure  à  ces  philosophes  que  de  «suppléer  par 
les  raisonnements  d'un  enfant  ou  d'un  simple  curieux  qui  voudrait 
se  rendre  compte  du  spectacle  de  la  nature  »  à  la  marche  prime- 
sautière  de  leur  esprit. 

Je  ne  sais,  en  réalité,  par  quelle  série  de  déductions  les  plus  an- 
ciens astronomes  ont  été  conduits  à  la  division  du  cercle  en  36o  par- 
ties 5  mais  à  coup  sur  l'explication  de  M.  Hoefer  est  enfantine  et 
inexacte.  Qu'on  en  juge  plutôt:  «  Rappelons-nous  (p.  3i  )  que  le 
système  de  numération,  à  la  fois  le  plus  simple  et  le  plus  expéditif, 
était  d'avance  indiqué  par  les  cinq  doigts  de  la  main.  On  aura 
ainsi  reconnu,  peut-être  avec  autant  de  plaisir  que  de  surprise, 
que  la  quantité  d'eau  qui  s'écoule  (d'une  clepsydre)  entre  deux 
retours  successifs  d'un  astre  au  même  point  du  ciel,  peut  être  exac- 
tement représentée  par  un  multiple  de  5,  comme  5X72  =  360. 
Voilà  pourquoi  la  division  du  cercle  en  36o  parties  doit  remonter 
à  la  plus  haute  antiquité  ».  Je  suppose  que,  si  l'inventeur  de  la 
division  du  cercle  avait  cherché  à  obtenir  un  multiple  de  5,  il  aurait 
pris,  plutôt  que  5  X  72,  5  x4oo?  o^  5  multiplié  par  un  multiple 
quelconque  de  5. 

Cette  explication  disparaîtra  sans  doute  dans  une  prochaine  édi- 
tion, ainsi  que  la  remarque  suivante  (p.  147)  sur  les  diamètres 
apparents  de  la  Lune  et  du  Soleil  :  «  Aristarque  trouva  aussi,  par 
induction,  que  le  diamètre  apparent  de  la  Lune  est  au  diamètre 
apparent  du  Soleil  dans  un  rapport  plus  grand  que  celui  de  1 9  à  60  » . 

Pour  la  seconde  Partie  :  Astronomie  moderne,  M.  Hoefer  paraît 
avoir  résumé  Delambre  en  le  corrigeant  pour  quelques  points  à 
l'aide  des  articles  de  M.  Bertrand  dans  le  Journal  des  Savants  et  des 
Notices  de  Delaunay  ou  de  ]M.  Faye  dans  Y  Annuaire  du  Bureau 
des  Longitudes.  Cette  série  de  Chapitres  renferme  d'ailleurs  bien 
des  erreurs  de  détail.  Sans  vouloir  en  dresser  ici  un  Catalogue, 
M.  Hoefer  nous  permettra  de  le  prier  de  faire  disparaître  au  moins 
les  suivantes  : 

ï7- 
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Montucla  est  mort  en  1799  sans  avoir  connu  l'existence  des 
comètes  périodiques  (p.  247  ).  — La  comète  de  Halley,  dont  le  re- 
tour avait  été  calculé  par  Lalande,  avait  été  observée  par  tout 
le  monde  en  1739. 

A  l'extrémité  du  tuyau  (  de  l'iiéliomètre)  étaient  placés,  l'un  à 
côlé  de  l'autre,  deux  objectifs  de  foyer  égal  et  correspondant  à  un 
même  oculaire  (p.  484)-  —  Dans  l'iiéliomètre  il  y  a  deux  moitiés 
d'objectif. 

Le  secteur  dont  Bradley  et  Molyneux  se  servaient  à  Kew  avait 
seulement  24  pieds  anglais  de  rayon,  et  non  pas  212  (p.  492),  etc. 

Des  erreurs  de  cet  ordre,  de  nombreuses  plirases  à  double  sens, 
l'emploi  fréquent  de  mots  impropres  devaient  nécessairement  se 
rencontrer  en  grand  nombre  dans  la  compilation  de  M.  Hoefer  ^ 
elles  seront  sans  doute  corrigées  peu  à  peu  dans  les  éditions  sui- 
vantes. Mais  ce  qui  est  plus  désirable  encore,  ce  qui  exige  une 
refonte  complète  du  volume  que  nous  avons  sous  les  yeux,  c'est  la 
présence,  au  milieu  des  Chapitres  les  plus  importants,  de  développe- 
ments exclusivement  philosophiques  ou  littéraires,  qui  seront  tou- 
jours déplacés  dans  un  ouvrage  d'histoire  et  d'érudition,  quand 
bien  même  on  les  revêtirait  d'une  forme  aussi  agréable  que  l'a  fait 
Bailly.  G.  R. 


BERGSTRAND  (P.-E.).— Fem-siffrige  Logaritmer  till  ii  000,— Femsiffriga 
TRiGONOMETRiSKA  LoGARiTMER.  —  Stockholiii,  Ivar  HaeggstroiTis  boktryckeri, 
1872-1875.  I  voL  in-S",  5o  p.  Prix  :  i  Kr.  aS  Ôre  ('). 

Ce  Recueil  est  remarquable  comme  oeuvre  typographique.  Il  est 
imprimé  en  élégants  caractères  elzéviriens,  très-distincts  malgré 
leur  finesse,  et  tiré  à  deux  couleurs,  les  chiiï'res  des  logarithmes  en 
noir,  les  chiffres  de  l'argument  et  les  filets  d'encadrement  en  rouge. 
La  difficulté  de  faire  correspondre  les  deux  séries  de  chifires,  dans 
le  double  tirage,  a  été  vaincue  presque  pour  toutes  les  pages,  et 
l'on  peut  dire  que  ce  petit  volume  fait  le  plus  grand  honneur  aux 
presses  de  M.  Haeggstrôm. 


(')  Bercstrand  (P.-E.). —  Lonarithmes  à  5  décimales  jusqu'à  1 1  oon.  Logarithmes  tri- 
gonoinctriques  à  5  décimales.  Stockholm,  imprimerie  de  I.  HaeggsIrOm. 
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Si  nous  considérons  maintenant  l'Ouvrage  au  point  de  vue  de 
l'utilité  pratique,  nous  serons  forcés  d'y  signaler  quelques  défauts 
assez  graves. 

La  première  Partie,  qui  contient  les  logarithmes  des  1 1000  pre- 
miers nombres,  est  de  beaucoup  la  mieux  réussie.  La  table  est  dis- 
posée à  double  entrée,  les  deux  premiers  cliillres  détacliés.  Malgré 
la  petitesse  du  format,  on  a  pu,  grâce  à  la  finesse  des  caractères, 
mettre  cinquante  lignes  dans  la  page,  ce  qui  facilite  beaucoup  les 
recherches.  Les  parties  proportionnelles  des  différences  sont  don- 
nées avec  une  décimale.  Seulement  la  couleur  rouge  des  chiffres  et 
des  filets  du  contour  est  très-fatigante  pour  l'œil.  Elle  le  serait 
encore  plus  si,  comme  cela  eût  été  préférable  à  un  autre  point  de 
vue,  l'auteur  eut  écrit  tous  les  cliifires  de  l'argument  pour  tous  les 
nombres,  au  lieu  de  ne  le  faire  que  de  dix  en  dix  lignes. 

Ces  divers  inconvénients  sont  beaucoup  plus  sensibles  dans  la 
Table  trigonométrique.  Les  chiffres  et  les  filets  rouges  y  sont  plus 
éblouissants.  L'auteur  a  multiplié  les  suppressions  de  chiffres  d'une 
manière  très-incommode,  surtout  en  laissant  les  minutes  de  l'argu- 
ment en  blanc  de  cinq  en  cinq  lignes.  Ces  suppressions  de  chiffres 
ont  ici,  outre  l'inconvénient  ordinaire  de  forcer  de  déplacer  l'œil 
pour  achever  la  lecture,  celui  de  se  joindre  aux  imperfections  du 
double  tirage  pour  empêcher  de  suivre  les  alignements  horizon- 
taux. Enfin  l'auteur  a  cru  à  tort  pouvoir  se  dispenser  de  reproduire 
au  bas  de  chaque  page  la  première  ligne  de  la  page  suivante,  omis- 
sion très-nuisible  à  la  rapidité  et  à  la  sûreté  du  calcul. 

Le  Volume  est  terminé  par  un  recueil  de  constantes  avec  leurs 
logarithmes,"  qui  nous  semble  trop  restreint  5  on  n'y  trouve,  par 
exemple,  ni  le  nombre  e,  ni  son  logarithme. 

Si,  comme  il  est  probable,  le  Recueil  doit  avoir  plusieurs  édi- 
tions, nous  engageons  vivement  l'auteur  à  apporter  quelques  modi- 
fications à  la  seconde  Partie,  et  à  choisir  pour  les  encadrements  une 
couleur  moins  blessante  pour  la  vue.  J.  H. 
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BADER  (R.-W.),  Capitain,  —  Femciffhede  Logarithmer  til  hele  Tal  fba 
i-i5  5oo  OG  Anti- Logarithmer.  —  Kjobenhavn ,  Gyldendalske  Boghandel 
(F.  Hegel)  ;  1876.  —  Grand  in-8°,  5G  p.  Prix  :  i  Kr.  5o  Ore. 

Ce  Recueil  contient  : 

i**  Les  logarithmes  à  cinq  figures  des  100  premiers  nombres  ; 
puis  une  Table  à  double  entrée  des  logarithmes  à  cinq  figures  des 
nombres  de  10  000  à  i5  5ooet  de  i54o  à  10  000.  La  disposition  de 
ces  Tables  est  excellente,  et  les  défauts  que  nous  avons  eu  plusieurs 
fois  l'occasion  de  signaler  dans  divers  ouvrages  de  ce  genre  sont 
évités.  Les  parties  proportionnelles  des  dillerences  sont  données 
avec  une  décimale.  Le  caractère  employé  est  de  l'ancien  type  elzé- 
virien  5  parmi  toutes  les  Tables  que  nous  connaissons,  aucune  ne 
nous  semble  d'une  lecture  aussi  facile,  à  cause  de  la  force  des 
chillres  et  de  la  perfection  du  type. 

2"  Une  Table  abrégée,  d'une  page,  pour  calculer,  par  la  mé- 
thode de  Briggs,  de  Flower  et  de  Leonelli,  les  logarithmes  et  leurs 
nombres  avec  i5  décimales. 

3°  Les  antilogarithmes  correspondants  aux  logarithmes  de  0,0000 
à  1,0000.  La  disposition  de  cette  Table  est  la  même  que  celle  des 
logarithmes  des  nombres. 

4"  Une  instruction  de  trois  pages  sur  l'usage  des  Tables. 

L'auteur  rendrait  un  grand  service  aux  calculateurs  en  rédigeant 
des  Tables  trigonométriques  aussi  commodes  que  celles  qu'il  vient 
de  publier  pour  les  logarithmes  des  nombres.  J.  H. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES 

ASTRONOMISCHE  NACHRICHTEN  ('). 

T.  LXXX.  —  N°^  1897  à  1920. 

Galle  (J.-G.).  —  Sur  l'emploi  des  observations  des  petites 
planètes  pour  la  déterniinatioîi  de  la  parallaxe  du  Soleil  ;  appli- 
cation particulière  à  la  prochaine  opposition  de  Pliocéa. 

('  )  Voir  Bulletin,  t.  IX,  p.  9. 
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La  méthode  de  M.  Galle  a  été  exposée  avec  détail  par  M.  Ch. 
André  à  la  page  274  du  tome  III  de  ce  Bulletin. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Sur  les  couleurs  des  étoiles  Jîxes.  — 
(Deux  Mémoires  insérés  respectivement  aux  n°^  1897  et  1902  du 
volume.) 

L'auteur  clierclie  à  estimer  avec  précision  les  couleurs  des  étoiles 
fixes  et  même  à  les  exprimer  par  des  nombres,  du  moins  entre  cer- 
taines limites.  Il  laisse  de  côté  les  teintes  vertes,  bleues  ou  pourpres 
qui  se  rencontrent  souvent  dans  les  étoiles  doubles,  ainsi  que  les 
reflets  verdàtres  que  l'on  observe  dans  quelques  étoiles  isolées.  Il 
ne  s'occupe  que  des  nuances  qui  varient  du  blanc  au  rouge. 

On  peut  prendre  pour  terme  de  comparaison  soit  telle  ou  telle 
raie  du  spectre,  soit  la  teinte  constante  de  telle  ou  telle  flamme 
gazeuse.  Si  l'on  choisit  une  échelle  dans  laquelle  o  exprime  le  blanc 
pur  et  10  le  rouge  pur,  le  jaune  brillant  sera  représenté  par  4,  le 
jaune  d'or  par  6.  On  reconnaît  tout  d'abord  qu'il  n'y  a  pas  une 
seule  étoile  absolument  blanche  ou  absolument  rouge.  Les  plus 
blanches,  telles  que  Sirius  ou  Wega,  ont  toujours  un  léger  mélange 
de  jaune.  Les  plus  rouges,  telles  qu'Antarès  ou  u  de  Céphée 
[Garnet  Star)^  sont  fondamentalement  jaunes  avec  une  tendance 
plus  ou  moins  marquée  vers  le  rouge.  Leurs  teintes  sont  générale- 
ment représentées  par  des  nombres  compris  entre  6^j  et  9.  En 
outre,  un  grand  nombre  de  ces  étoiles  colorées,  surtout  les  plus 
rouges,  changent  de  teinte  dans  des  périodes  plus  ou  moins  lon- 
gues. Ce  fait  avait  déjà  été  constaté  depuis  longtemps  sur  Arcturus 
dont  la  couleur,  fortement  jaune,  arrivant  même  au  jaune  orangé 
de  1846  à  1849,  ^  beaucoup  perdu  de  son  intensité  pendant  dix  ou 
quinze  ans,  pour  reprendre  dans  ces  derniers  temps  sa  première 
nuance. 

Il  existe  une  relation  remarquable  entre  la  durée  de  la  période 
des  étoiles  variables  et  leur  coloration.  Ces  étoiles  sont  en  moyenne 
d'autant  plus  voisines  du  rouge  que  leur  période  est  plus  longue. 

Les  coefficients  de  coloration  varient  d'une  manière  assez  mar- 
quée suivant  les  instruments  que  l'on  emploie.  L'influence  d'un 
achromatisme  imparfait  est  d'autant  plus  sensible  que  les  étoiles 
sont  plus  brillantes.  M.  Schmidt  a  fait  des  observations  comparées 
au  réfracteur  d'Athènes  et  au  chercheur,  instrument  assez  peu 
achromatique.  De  la  i*^*^  à  la  4*^  grandeur,  les  étoiles  paraissent  plus 
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colorées  au  chercheur  qu'au  réfracteur.  C'est  l'inverse  au-dessous 
de  la  4*^  grandeur. 

Enfin  des  comparaisons  faites  avec  le  colorimètre  de  ZijUner 
donnent  des  désaccords  qui  font  reconnaître  à  l'auteur  la  nécessité 
de  multiplier  ses  observations. 

Hall  (A.).  —  Lettre  au  rédacteur.  (Angl.) 

Le  Mémoire  de  M.  Cayley  sur  la  détermination  de  l'orbite  d'une 
planète  par  trois  observations  est  fondé  sur  la  considération  de 
l'équation  focale  d'une  conique,  écrite  sous  la  forme 

r=:  S.X  +  Br-4-C. 

M.  Hall  remarque  que  cette  forme  est  justement  celle  à  laquelle  on 
est  conduit  par  l'intégration  des  équations  diiférentielles  du  mou- 
vement, lorsqu'on  suit  le  procédé  indiqué  par  Pontécoulant  {Jliéo- 
rie  analytique,  art.  21).  De  même  la  forme  élégante  donnée  par 
M.  Cayley  à  l'équation  polaire  de  l'orbite,  dans  l'article  30  de 
son  Mémoire,  peut  se  déduire  immédiatement  de  l'article  82  du 
Theoria  motus. 

ScHULHOF  (L.).  —  Obseruatiojis  de  la  planète  (>^. 

Jordan  (W.).  —  Exactitude  comparée  de  diverses  mesures  de 
degrés  terrestres. 

L'auteur  donne  vm  tableau  comparé  des  erreurs  moyennes  de 
l'angle  et  de  la  base  dans  la  plupart  des  réseaux  géodésiques  qui  ont 
servi  à  mesurer  des  arcs  de  méridien.  Les  diminutions  progressives 
de  ces  erreurs  montrent  quels  progrès  ont  faits  les  méthodes  géodé- 
siques dans  le  siècle  actuel.  C'est  ainsi  que,  pour  les  bases  espa- 
gnoles de  Madridejos,  d'Yviza  et  de  Mahon,  l'erreur  moyenne  n'est 
que  de  o"'™,  3  et  o™™,  4  par  kilomètre,  tandis  qu'elle  atteint 
63°"",  2  dans  les  mesures  de  Cassini. 

Ces  erreurs  ont  été  calculées  à  l'aide  des  formules  données  par 
Gauss  •,  cependant,  dans  les  cas  assez  fréquents  où  les  bases  ont  été 
divisées  en  deux  sections  mesurées  chacune  deux  fois,  l'auteur 
s'est  servi  de  ses  propres  formules  fondées  sur  la  considération  des 
différences  des  observations  (voir  Bulletin,  t.  IX,  p.  27). 

Zacharlî:  (G.).  —  Note  à  propos  du  Mémoire  précédent 
(n°  1901). 
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L'auteur  rappelle  que  M.  v.  Andrœ  a  fait  voir  l'inexactitude  des 
formules  de  M.  Jordan,  dont  la  démonstration  suppose  à  tort  que 
toutes  les  observations  ont  le  même  poids.  jNI.  Zachariae  ajoute  ses 
propres  critiques  à  celles  de  M.  v.  Andrœ,  et  il  montre  en  particulier 
comment  devrait  être  corrigée  la  formule  relative  à  l'erreur  moyenne 
d'une  base  fragmentée.  Il  arrive  à  cette  correction  parla  méthode 
des  diiïerences  en  tenant  -compte  des  poids,  mais  il  fait  voir  en 
outre  que  le  raisonnement  direct  conduit  au  même  résultat.  Enfin 
il  constate  à  cette  occasion  qu'une  formule  inexacte  a  été  employée, 
pour  la  détermination  de  l'erreur  probable,  dans  l'important  Ou- 
vrage relatif  à  la  mesure  du  degré  dans  la  Prusse  orientale. 

Jordan  (W.).  —  Réponse  à  la  Note  précédente  {jaP  1908). 

M.  Jordan  fait  observer  que  sa  formule  coïncide  avec  celle  de 
M.  Zachariae  dans  le  cas  où  les  deux  fragments  de  la  base  sont  égaux. 
Il  ajoute  que  la  méthode  des  diftërences  a  tout  au  moins  servi  à 
découvrir  la  faute  dont  nous  venons  de  parler. 

ScHtJLTz  (H.).  —  L'amas  20  du  Renard. 

C'est  à  peine  si  les  mesures  micrométriques  de  l'auteur,  compa- 
rées à  celles  de  Flamsteed  et  de  Bradley,  donnent  l'indication  d'un 
mouvement  propre  de  l'étoile  centrale  ou  d'un  déplacement  relatif 
dans  l'intérieur  de  l'amas. 

Tempel  (W.).  — Lettre  au  rédacteur. 

Hall  (A.).  —  Eléments  de  la  comète  1871  [TFinneche). 

Valentiker  (W.).  —  Annonce  de  la  mort  du  professeur 
Kaiser. 

Braun  (Cari).  —  Sur  la  photographie  directe  des  protubérances 
solaires. 

L'auteur  cherche  un  moyen  de  photographier  simultanément  les 
taches,  les  facules  et  les  protubérances.  A  cet  eifet,  il  imagine  un 
appareil  tournant  parallactiquement,  à  l'aide  d'un  mouvement  d'hor- 
logerie, et  composé  de  trois  parties  :  une  lunette,  un  système 
spectral,  et  une  chambre  obscure.  La  lunette  projette  l'image 
solaire  sur  la  fente  du  premier  collimateur.  Les  rayons  qui  traver- 
sent cette  fente  tombent  sur  une  série  de  prismes  qui  les  dispersent 
en  les  déviant  d'environ  i5o  degrés.  Un  second  collimateur  con- 
centre de  nouveau  très-exactement  sur  une  deuxième  fente  les  rayons 
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qui  correspondent  à  l'une  des  quatre  raies  principales  des  protubé- 
rances, et  de  cette  fente  ces  rayons  passent  dans  la  chambre 
obscure.  Grâce  à  la  prédominance  de  ces  rayons  dans  les  protubé- 
rances, leur  image  n'est  pas  eiïacée  par  l'éclat  prépondérant  du 
disque  solaire.  D'autre  part,  un  mouvement  particulier  permet  à  la 
fente  du  premier  collimateur  de  parcourir  ce  disque,  et  par  suite 
d'en  obtenir  une  image  monochromatique . 

Erman.  —  Lettre  au  rédacteur. 

Dans  sa  théorie  du  magnétisme  terrestre,  Gauss  est  parvenu  à 
exprimer  les  trois  composantes,  pour  chaque  lieu,  de  la  force  ma- 
gnétique, à  l'aide  de  24  constantes  qui  varient  avec  le  temps. 
MM.  Erman  et  Petersen  ont  cherché  à  déterminer  les  valeurs 
numériques  les  plus  problables  de  ces  constantes,  pour  l'année 
1829,  en  faisant  usage  de  toutes  les  observations  faites  sur  les 
divers  points  du  globe  jusqu'en  18^0.  A  cette  fin,  ils  ont  commencé 
par  s'assurer,  à  l'aide  d'un  grand  nombre  d'essais,  que  les  varia- 
tions des  composantes  et  par  suite  celles  des  constantes,  à  partir 
d'une  époque  déterminée,  sont,  tout  au  moins  pour  le  siècle  actuel, 
de  la  forme  a^t-^-a^  t^.  Ils  ont  calculé  ensuite  les  variations  an- 
nuelles des  huit  premières  constantes  (ce  qui  suffit)  pour  les  années 
1811  et  1843,  5,  et  ils  ont  ainsi  pu  ramener  toutes  les  mesures 
effectuées  à  ce  qu'elles  auraient  été  en  1829.  Enfin  ils  ont  combiné 
les  5oo  ou  600  valeurs  ainsi  obtenues  avec  270  valeurs  Jiormales 
des  composantes  pour  9  points  équidistants  pris  sur  chacun  des 
parallèles  dont  les  distances  angulaires  au  pôle  nord  sont  respecti- 
vement 23°,  3o°,  40°,  5o°,  yS^,  90°,  io5«,  i3o°,  i5o°et  lôo".  Ilsont 
été  conduits  par  là  à  270  équations  de  condition  dont  ils  ont  déduit 
24  équations  finales  qui  donnent  les  valeurs  probables  des  24  con- 
stantes de  Gauss,  outre  leurs  poids  et  leurs  erreurs  probables.  Ces 
erreurs  sont  très-inférieures  à  celles  des  nombres  donnés  provisoi- 
rement par  Gauss. 

ScHULHOF  (L.).  —  Nouveaux  éléments  de  Maïa  et  épliéméride 
de  cette  planète  pour  V opposition  de  1872. 

Astrakd  (J.-J.).  —  Deux  contributions  à  l' astronomie  pra- 
tique. 

L'auteur  propose  deux  méthodes  nouvelles  :  l'une  relative  à  la 
détermination  du  temps  par  le  passage  d'une  étoile  au  vertical  de 
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la  Polaire,  l'autre  propre  à  déterminer  facilement  l'azimut  de  cette 
dernière  étoile. 

Peters  (C.-H.~F.).  —  Sandberg.  —  Pechûle.  — Luther.  — 
HiND.  —  Argelander. —  ScHMiDT. —  Couvtes  Lettres  î^elatives  à 
des  planètes,  à  des  comètes  ou  à  des  étoiles  ^variables. 

Vale]vtiner  (W.).  —  Déclinaisons  moyennes  de  ^']  fondamen- 
tales, déduites  des  observations  faites  au  cercle  méridien  de 
Lejde. 

PowALKY  (C).  —  Sur  les  différentes  méthodes  propres  à  détei'- 
ndner  la  parallaxe  du  Soleil,  et  sur  les  divers  résultats  quelles 
ont  donnés. 

En  discutant  le  mouvement  des  nœuds  de  l'orbite  de  Vénus, 
M.  Powalky  avait  été  conduit  à  une  valeur  de  la  parallaxe  presque 
aussi  différente  de  celle  que  M.  Le  Verrier  a  donnée  en  1872  que 
de  la  valeur  d'Encke.  Il  cherché  les  causes  de  ce  désaccord,  et  il 
commence  par  une  revue  rapide  des  résultats  auxquels  ont  conduit 
les  diverses  méthodes  employées  jusqu'ici. 

L'inégalité  lunaire  (dans  la  théorie  du  Soleil)  donne. . .  p^  =  8",  809 

L'inégalité  parallactique  (par  les  observât,  de  Dorpat) .  p^  <  8", 8 

»  (  par  les  observ.  de  Greenwich)  /;„  =  8",  9 1 6 

Les  oppositions  de  Mars  (Newcomb) fo  —  8",  855    ±  o", 020 

Cette  valeur  devient  par  les  corrections  de  l'auteur. . .  p^=  8",  825   ±  o",  12 

Les  passages  de  Vénus,  de  1761  et  1769,  donnent p^  =  8",  8771  ±  o",oi2 

Examen  fait  de  tous  ces  résultats,  M.  Powalky  croit  pouvoir 
répondre  de  la  valeur  8",  77  à  o",  o3  près.  Il  explique  la  ditlérence 
entre  ce  résultat  et  la  valeur  8",  86  à  laquelle  est  arrivé  M.  Le  Ver- 
rier par  les  changements  que  ce  savant  aurait  apportés,  peut-être 
à  tort,  dans  ses  derniers  Mémoires,  à  la  valeur  numérique  qu'il 
avait  d'abord  adoptée  pour  une  certaine  constante  de  la  théorie  de 
Vénus.  Mais,  comme  la  valeur  8",  86  a  été  trouvée  par  plusieurs 
méthodes  indépendantes,  bien  que  se  rattachant  à  une  théorie  d'en- 
semble des  planètes  inférieures,  et  que  d'ailleurs  elle  est  confirmée 
par  les  expériences  de  MM.  Fizeau  et  Cornu  sur  la  vitesse  de  la 
lumière,  nous  pensons  que  la  valeur  de  M.  Le  Verrier  offre  plus 
de  garanties  que  celle  de  l'astronome  de  Berlin. 
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TiETJEN    (F.)   et  B'JRGEN   (C).   —    Obsev^atlons   des  planètes 

©et©. 

ZôLLKER.  —  Sur  les  actions  magnétiques  et  électriques  du 
Soleil. 

On  sait  que  M.  Zôllner  attribue  la  formation  des  queues  des 
comètes  à  une  répulsion  électrique  du  Soleil.  M.  Zenker  avait  ob- 
jecté à  cette  théorie  que  le  Soleil  ne  pouvait  exercer  d'action  élec- 
trique à  distance,  parce  que  les  deux  électricités  restent  en  quantités 
égales  à  sa  surface,  et  qu'il  serait  contraire  à  toutes  les  notions 
connues  de  supposer  que  l'une  des  deux  pût  se  répandre  dans 
l'espace  de  manière  à  laisser  l'autre  en  excès.  M.  Zollner  répond  en 
citant  l'opinion  d'un  grand  nombre  de  physiciens  (MM.  Becquerel, 
Hornstein,  etc.),  qui  admettent  que  l'iiydrogène  provenant  des  dé- 
compositions solaires  emporte  avec  lui  dans  l'espace  d'immenses 
quantités  d'électricité.  En  outre,  lors  même  que  les  deux  électricités 
seraient  en  égale  proportion  dans  le  Soleil,  pour  ceux  qui,  avec 
Euler,  Edlund,  etc. ,  considèrent  les  phénomènes  électriques  comme 
provenant  d'une  rupture  d'équilibre  dans  l'éther,  les  potentiels  à 
distance  peuvent  parfaitement  n'être  pas  égaux. 

WoLF  (R.)-  —  Lettre  au  rédacteur . 

L'auteur  résume  le  contenu  du  n°  30  de  ses  Communications 
astronomiques.  Il  donne  les  nombres  mensuels  des  taches  solaires 
observées  en  1870  et  187 1,  et  il  constate  un  accord  satisfaisant  entre 
les  résultats  de  l'observation  et  ceux  que  l'on  pouvait  prédire  à 
l'aide  des  périodes  connues.  On  sait  déjà  que  le  nombre  des  aurores 
boréales  est  en  rapport  avec  celui  des  taches.  Il  semble  en  être  de 
même  du  nombre  des  cirrhus,  si  l'on  s'en  rapporte  aux  observations 
du  docteur  Grothe,  à  Cologne. 

Klein  (H.-J.).  —  Sur  la  relation  qui  existe  entre  le  nombre 
des  cirrhus  et  la  période  des  taches  solaires  (n°  1915). 

A  propos  de  la  Communication  précédente,  M.  Klein  ajoute  qu'il 
a  vérifié  cette  relation  sur  des  séries  de  21  ans,  non-seulement 
entre  les  nombres  diurnes,  mais  aussi  eu  prenant  isolément  les 
nombres  relatifs  au  matin,  à  midi  et  au  soir.  Il  est  arrivé  à  la  for- 
mule empirique  suivante  : 

/i  =;  I  1 5 , 5  -f-  o ,  262  2  /■, 
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dans  laquelle  h  désigné  le  nombre  de  jours  où  le  ciel  présente  des 
cirrhus  et  S/-  le  nombre  annuel  des  taches  solaires  obsei-vées. 

ScHMiDT  (J.-F.-J).  —  Maximum  de  jMira  Ceti,  1872. 

Peters  (C.-H.-F.).  —  Découuertc  de  la  planète  @.  —  Obser- 
vations de  @  et  (^ . 

Henky  (Prosper).  —  Découverte  de  la  planète  (^ 

ScHWARTZ  (F. -IL).  —  I£phéméride  de  la  planète  (^. 

MôLLER  (A.).  —  TiETJEzv  (F.).  —  Observations  de  petites  pla- 
nètes. 

HiND  (J.-R.).  —  Ephérnéride  de  la  comète  de  Biela.  (Angl.) 

ScHÔNFELD.  —  Lettre  au  Rédacteur. 

L'auteur  indique  quelques  corrections  à  faire  aux  désignations 
d'étoiles  rouges  faites  par  M.  Sclimidt. 

Spôrer.  —  Sur  une  protubérance  remarquable. 

Cette  protubérance,  déjà  signalée  par  le  P.  Secchi,  s'est  montrée 
le  7  juillet  1872  au  soir.  L'auteur  en  a  observé  toutes  les  phases, 
le  Soleil  se  trouvant  encore  à  5  degrés  au-dessus  de  l'horizon 
d'Anclam;  il  en  a  pris  plusieurs  dessins.  Cette  protubérance  était 
surtout  remarquable  par  une  raie  paraissant  appartenir  à  un  gaz 
inconnu;  cette  raie,  située  en  ire  B  et  C,  correspond  au  nombre  654,3 
de  Kirchhoff. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Observations  à  Athènes. 

Schujvfeld  (E.).  —  Contributions  à  l'étude  des  étoiles  varia- 
bles. 

Palisa  (  J.).  —  Observations  de  planètes  à  Pola. 

ScHULHOF  (L.). — Epliéméride  d' opposition  d' Hécube  i^,  1873. 

VoGEL  (H.).  —  Sur  les  spectres  des  comètes. 

On  sait  que  ces  spectres  sont  composés  d'un  spectre  continu  et 
de  quelques  raies  brillantes,  ce  qui  dénote  la  coexistence  dans  les 
comètes  d'une  lumière  réfléchie  et  d'une  lumière  propre  provenant 
probablement  de  gaz  en  combustion;  mais,  suivant  M.  \'ogel,  les 
astronomes  qui  ont  ciu  pouvoir,  d'après  les  observations  connues, 
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se  prononcer  sur  la  nature  de  ces  gaz  se  sont  trop  hâtés.  M.  Zenker 
en  particulier,  dans  la  théorie  que  nous  avons  exposée  ici,  regarde 
comme  établi  que  les  comètes  sont  principalement  formées  de  car- 
bures d'hydrogène.  Or,  sur  neuf  comètes  dont  les  spectres  ont  été 
observés  jusqu'en  1872,  il  n'y  en  a  qu'une  seule,  celle  de  AVin- 
necke,  dont  les  raies  puissent  avec  quelque  certitude  être  regardées 
comme  coïncidant  avec  celles  de  l'hydrogène  carboné.  En  général, 
M.  Vogel  pense  que  ceux  qui  se  sont  occupés  dans  ces  derniers 
temps  de  questions  relatives  à  la  constitution  de  l'univers  ont  sur- 
fait la  valeur  réelle  des  observations  physiques. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Ohser^^atioJis  d'étoiles  variables. 

D'AuREST.  —  Lettre  au  rédacteur  concernant  les  nébuleuses 
gazeuses. 

M.  d'Arrest  confirme  une  observation  récente  de  M.  Huggins 
relativement  à  la  position  exacte  des  raies  (1)  et  (2)  des  nébuleuses 
gazeuses.  La  première  de  ces  raies,  au  lieu  d'être  placée,  comme  on 
l'a  cru  d'abord,  au  milieu  de  la  raie  double  de  l'azote,  coïncide 
exactement  avec  la  composante  la  moins  réfrangible  de  cette  raie. 

De  la  répartition  des  nébuleuses  de  cette  catégorie  sur  la  sphère 
céleste,  M.  d'Arrest  conclut  qu'elles  appartiennent  à  notre  système 
stellaire.  En  eifet,  sur  3i  ou  32  que  l'on  connaît  jusqu'ici,  24  ou 
20  sont  comprises  dans  les  limites  de  la  voie  lactée.  Par  contre,  on 
n'en  compte  pas  une  seule  parmi  les  innombrables  nébuleuses  du 
Lion  ou  de  la  Vierge. 

Luther.  —  Palisâ.  —  Stephan.  —  Observations  de  petites  pla- 
nètes et  corrections  d' éphémérides . 

WiNLOCK.  —  Résultats  en  ascension  droite  de  i56  fondamen- 
tales au  cercle  méridien  d' Harvard  Collège.  (Angl.) 

Langley  (C.-P.). —  Tolde  l'objectif  de  l'équatorial  à  l'obser- 
vatoire des  monts  Alleghanj. 

Ce  vol  sans  précédent  a  été  commis  dans  la  nuit  du  8  juillet  1 872, 
après  le  départ  des  observateurs.  L'objectif  était  un  i3  pouces. 
Supposant  que  le  but  des  voleurs  est  de  se  faire  oiïrir  une  rançon, 
le  directeur  regarde  comme  un  devoir  de  refuser  toute  récompense 
à  qui  rapporterait  l'objet  volé,  et  il  s'empresse  en  même  temps  de 
prévenir  ses  collègues. 
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Kayser  (E.). —  Contrihutions  à  V emploi  du  spectroscope. 

L'auteur  communique  une  disposition  spéciale  qu'il  a  adoptée 
pour  observer  facilement  les  protubérances  sur  tout  le  disque  du 
Soleil,  à  l'aide  du  spectroscope  à  'vision  directe.  Il  interpose  entre 
la  lunette  et  le  spectroscope  une  pièce  tubulaire  munie  d'une  divi- 
sion péripliérique.  Dans  cette  pièce  tourne  un  anneau  fermé  par 
une  plaque  qu'une  vis  peutjaire  mouvoir  le  long  d'un  des  rayons 
de  l'anneau.  C'est  dans  cette  plaque  que  l'on  enchâsse  excentrique- 
ment  le  spectroscope,  à  une  distance  du  centre  telle,  que  la  fente 
soit  tangente  au  bord  de  l'image  solaii^e.  On  peut  alors,  par  une 
simple  rotation,  suivre  tout  le  contour  de  l'astre,  pendant  que 
l'instrument  tout  entier  se  déplace parallactiquement.  L'instrument 
se  règle  sans  difficulté  et  peut  aisément  s'appliquer  aux  procédés 
ph  otograpliiques . 

Anderson  (F.).  —  Eléments  de  Sémélé  (m).  (Lund.) 
Cette  planète,  perdue  en  1867,  a  été  retrouvée  en  1871  par 
l'observatoire  de  Lund,  et  suivie  jusqu'en  mars  1872.  L'auteur, 
pour  assurer  l'avenir,  calcule,  en  tenant  compte  des  actions  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  un  système  d'éléments  qui  représente  assez 
exactement  les  observations  connues. 

Dreyer  (J.)-  —  Sur  l'orbite  de  la  comète  I,   i8yo.  (Fr.) 
L'auteur  arrive    à  des   éléments  très-approchés  de    ceux   qu'a 
trouvés  de  son  côté  M.  A.  Seydler,  de  Vienne. 

Stephan    (E.).    —    Observations   et    éléments    de    la    planète 

0.  (Fr.) 

Strasser  (G.).  —  Observations  de  planètes  au  cercle  inéridien 
de  Kremsmûnster,  en  1 87 1 . 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  ObservatioJis  à  Athènes. 

Peters  (C.-F.-W.).  —  Correction  d'une  erreur  qui  se  trouve 
dajis  /'Astronomie  sphérique  de  Briinnow. 

Peters   (C.-H.-F.).   —    Eléments  de  Gerda  @  et  de  Bru- 
neliaut  0. 

Sajsdberg  (A.-J,). —  Gerts(J,). —  Palisa  (J.).  —  Tietjew  (F.). 
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—  Henky  (Paul).  —  Henry  (Prosper).  —   Découvertes  et  obser- 
vations de  planètes ,  de  comètes,  etc. 

OtJ  DEMAIN  s  (J.-A.-C). —  Sur  l'ajustement  d'un  microscope  garni 
d'un  micromètre. 

L'auteur  donne  une  formule  propre  à  réduire  les  tâtonnements 
nécessaires  pour  l'ajustement  exact  de  l'objectif  dans  un  micro- 
scope muni  d'une  vis  micrométrique. 

RiiMKEii  (G.).  —  Observations  de  planètes  à  l'équatorial  de 
Hambourg. 

OuDEMANS  (J.-A.-C).  —  Corrections  à  quelques  formules  de 
Hajisen,  etc. 

Peters  (G.-F.-W.).  —  Nouveaux  éléments  de  Sjlvia  et  éphé- 
m.éride  pour  l' opposition  de  1878. 

Oppenheim  (H.).  —  Ephéméride  et  observations  de  Lydia  @. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.). —  Observations  d'étoiles  "variables. 

Schubert  (E.),  —  Eléments  de  Massalia;  variations  de  ces 
éléments  par  l'action  de  Jupiter,  et  Table  pour  la  solution  du  pro- 
blème de  Kepler.  (Angl.) 

Luther  (R.).  —  Observations  au  cercle  micrométrique  de  Diis- 
seldorf. 

BrUHNS  (C). KOWALCZYK.  VoGEL  (H.). GaLLE.  BIR- 
MINGHAM (J.).  —  Palisa  (J.).  —  KoNKOLY.  —  Sand.  —  Backhuysejn. 

—  ScHMiDT  (J-.F.-J.).  —  Barber.  —  Heis.  —  Schwabe.  —  Sur  la 
pluie  d' étoiles Jilantes  du  27  novembre  1872. 

Pour  éviter  les  répétitions^,  nous  groupons  dans  un  même  article 
diverses  Communications  relatives  à  l'apparition  inattendue  de 
l'averse  d'étoiles  filantes  qui  surprit  les  astronomes  dans  la  soirée 
du  27  novembre  1872.  C'est  un  peu  après  le  coucher  du  soleil, 
dès  S'^So'"  du  soir,  que  les  premiers  météores  furent  aperçus. 
Ils  étaient  en  assez  grand  nombre  pour  attirer  l'attention  des 
indifférents.  Beaucoup  étaient  de  première  grandeur,  surpassant 
en  éclat  Sirius  et  même  Jupiter.  Quelques-uns  laissaient  der- 
rière eux  des  traînées  qui  subsistaient  pendant  plusieurs  secondes 
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et  môme  pendant  plusieurs  minutes.  La  plupart  étaient  jaunes^ 
d'autres  tiraient  sur  le  vert. 

Le  phénomène  augmenta  d'intensité  jusqu'à  8  ou  9  heures 
du  soir.  A  ce  moment,  un  seul  observateur  pouvait  compter  environ 
100  étoiles  par  minute.  Vers  g^  So"*,  le  ciel  se  voila  légèrement 
dans  beaucoup  de  stations.  Néanmoins,  à  11  heures,  il  était  facile 
de  voir  que  le  nombre  des  étoiles  allait  en  décroissant  rapidement. 

Les  apparitions  simultanées  permettaient  de  constater  immédia- 
tement que  le  point  de  radiation  était  voisin  de  7  d'Andromède. 
Une  détermination  plus  exacte  faite  par  les  procédés  connus,  à 
l'aide  de  cartes  célestes,  donnait  en  moyenne  pour  les  coordonnées 
de  ce  point 

2R  =  2",      D  =  43°. 

De  la  connaissance  du  point  radiant  il  était  aisé  de  déduire  la 
direction  de  la  vitesse  absolue  et  par  suite  les  éléments  paraboliques 
de  l'essaim.  Ces  éléments,  calculés  par  MM.  Bruhns,  Galle,  etc., 
se  trouvèrent  assez  voisins  de  la  comète  de  Biela  pour  ne  laisser 
aucun  doute  sur  l'identité  de  ces  deux  objets  célestes.  La  pluie 
météorique  était  donc  due  à  la  rencontre  de  la  Terre  et  de  la  comète. 
On  rappela  immédiatement,  non-seulement  que,  le  jour  du  phéno- 
mène, la  Terre  passait  au  nœud  descendant  de  l'orbite  de  Biela, 
mais  encore  que  le  point  radiant  des  météores  qui  pouvaient  pro- 
venir de  cette  comète  avait  été  calculé  depuis  longtemps  par 
M.  Weiss,  et  que  ses  coordonnées  étaient  à  moins  de  i  degré  près 
celles  que  venait  de  donner  l'observatoire. 

WiTTSTEiN.  —  Lettre  au  rcddcteur  sur  le  même  sujet. 

Lorsque  la  Terre  est  plongée  dans  un  essaim  météorique,  on  ne 
peut  mesurer  la  densité  relative  des  diverses  parties  de  ce  courant 
d'après  le  Jiombre  des  étoiles  lilantes  qui  se  montrent  dans  un 
temps  donné.  Considérons,  en  effet,  une  région  terrestre  limitée  et 
la  couche  atmosphérique  correspondante  :  si  l'on  suppose  le  cou- 
rant constant  de  direction  et  de  grandeur,  le  nombre  des  météores 
qui  viennent  hanter  cette  région  dépend  évidemment  de  l'angle  que 
l'orme  sa  surface  avec  l'axe  du  courant.  Par  suite  ce  nombre  croit 
avec  la  hauteur  du  point  radiant  au-dessus  de  l'horizon,  et  il  atteint 
son  maximum  lorsque  ce  point  est  en  culmination. 

En  ce  qui  concerne  particulièrement  les  météores  du  27  novem- 

Dull.  (les  Sciences  mathéin.  et  astron.,  t.  X.  (Juin  1876.)  lO 
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bre,  les  observateurs  ont  fixé  généralement  entre  8  et  9  heures 
l'instant  du  maximum.  Mais,  comme  c'est  justement  à  9  heures 
que  le  point  radiant  passait  au  méridien,  peut-être  ce  maximum 
n'était-il  qu'apparent.  De  même,  peut-être  s'est-on  trop  hâté  de 
conclure  de  la  rareté  des  météores  vers  le  matin  que  la  Terre  était 
déjà  sortie  du  courant. 

L'auteur  remarque,  en  second  lieu,  la  grande  divergence  qui 
existe  entre  les  positions  attribuées  par  les  divers  observateurs  au 
point  radiant.  Il  en  conclut  que  ce  point  a  pu  se  déplacer  légère- 
ment avec  l'heure.  Les  trajectoires  des  météores  ne  sont  pas  en 
effet  absolument  parallèles  ;  elles  peuvent  être  modifiées  par  les 
attractions  mutuelles  des  corpuscules  et  aussi  par  l'attraction  ter- 
restre. Il  faut  donc  pour  avoir  le  vrai  point  radiant  prendre  les 
points  d'intersection  des  trajectoires  deux  à  deux  et  chercher  le 
centre  de  gravité  de  ces  points. 

KlIAKERFUES  (W.).  PeTERS  (C.-F.-W.).  HoLETSCHEK  (J.). 

—  Oppolzer  (Th.").  —  Suj'  l'identité  de  la  comète  de  Biela  et  de 
l'essaim  ??iétéori(/ue  du  2y  jiovemhre. 

En  présence  de  l'intensité  de  l'averse  du  27  novembre,  M.  Klin- 
kerfues  pensa  que  la  Terre  avait  traversé  la  tête  même  de  la  comète 
de  Biela,  ou  tout  au  moins  une  région  très-voisine.  A  en  juger  en 
efl'et  par  les  nombres  comparés  des  météores  visibles,  nous  devions 
avoir  passé  beaucoup  plus  près  de  la  comète  que  le  2  décembre  i8o5, 
jour  auquel  la  dislance  des  deux  astres  n'était  cependant  pas  supé- 
rieure à  la  longueur  du  rayon  de  l'orbite  lunaire.  M.  Klinkerlues 
en  conclut  que,  dans  les  jours  qui  suivaient  celui  de  l'apparition,  la 
comète  devait  se  trouver  pour  nous  à  l'opposé  du  point  radiant, 
c'est-à-dire  aux  environs  de  Q  du  Centam-e,  et  il  télégraphia  en 
conséquence  à  M.  Pogson,  directeur  de  l'Observatoire  de  Madras, 
en  le  priant  de  faire  des  recherches  dans  cette  région  du  ciel. 
M.  Pogson  découvrit,  le  2  décembre,  la  comète  au  point  désigné, 
et  il  put  en  faire  deux  observations. 

Malgré  cet  éclatant  succès  de  la  théorie,  M.  Peters  présenta 
quelques  objections.  D'abord  il  n'était  nullement  certain,  suivant 
lui,  que  nous  eussions  traversé  la  tête  de  Biela  5  car,  en  décembre 
i8o5,  la  disUnce  minimum  de  cette  comète  à  la  Terre  fut,  d'après 
les  calculs  de  Gauss,  non  pas  d'un  diamètre  de  l'orbite  lunaire, 
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mais  de  19  fois  cette  longueur,  et  d'ailleurs  il  faut  remarquer  que 
l'on  doit  rencontrer  plus  de  météores  en  plongeant  dans  les  régions 
centrales  de  ,1a  queue  qu'en  passant  près  de  la  tète.  En  outre,  il 
n'était  nullement  prouvé,  jusqu'à  nouvel  ordre,  que  l'objet  décou- 
vert par  M.  Pogson  suivît  l'orbite  de  Biela,  et,  en  supposant  même 
cju'il  en  fût  ainsi,  il  en  résultait  seulement  que  l'essaim  du  27  no- 
vembre présentait  à  distance  une  apparence  cométaire.  Mais,  en 
aucun  cas,  cet  essaim  ne  pouvait  être  la  comète  elle-même  5  celle-ci 
avait  dû  en  effet,  d'après  les  calculs  de  Micliez,  passer  à  son  nœud 
descendant  le  6  septembre,  c  est-à-dire  82  jours  avant  l'arrwée  de 
la  Terre  en  ce  point.  Tout  ce  que  l'on  pouvait  admettre,  c'était 
l'existence  de  plusieurs  amas  le  long  de  l'orbite,  ces  amas  prove- 
nant de  la  désagrégation  de  la  comète.  Cette  hypothèse  trouverait 
sa  confirmation  non-seulement  dans  le  dédoublement  récent  de 
Biela,  mais  encore  dans  ce  fait  que  celte  comète  et  la  comète  127  ^ 
du  Catalogue  de  Galle  ont  à  peu  près  les  mêmes  éléments,  bien 
qu'elles  soient  distinctes  l'une  de  l'autre. 

Les  objections  de  M.  Peters  durent  tomber  en  grande  partie  de- 
vant les  calculs  de  M.  Klinkerfues  lui-même  et  ceux  de  MM.  Ho- 
letschek  et  Oppolzer. 

M.  Klinkerfues  chercha  en  effet  les  points  d'intersection  des 
directions  où  avait  été  aperçue  la  comète  de  M.  Pogson  avec  l'orbite 
connue  de  Biela.  Il  trouva  pour  les  coordonnées  de  ces  points  les 
valeurs  mêmes  que  leur  assignait  sa  théorie.  M.  Holetschek,  de  son 
c(ké,  en  combinant  les  deux  observations  de  M.  Pogson  avec  trois 
des  éléments  de  Biela,  retrouva  les  deux  autres  éléments  de  cette 
comète.  Enfin  M.  Oppolzer  parvint  à  des  conclusions  identiques 
par  un  troisième  procédé  :  il  exprima  les  variations  des  coordon- 
nées héliocentriques  x,  r,  z  de  la  comète  de  Pogson,  entre  le  2  et 
le  3  décembre,  en  fonction  des  variations  connues  des  coordonnées 
du  Soleil,  des  variations  des  coordonnées  polaires  de  la  comète 
déduites  des  deux  observations  de  Madras,  enfin  de  la  distance  A 
de  la  comète  à  la  Terre  et  de  la  variation  di\  de  cette  distance. 
Faisant  ensuite  sur  la  valeur  numérique  de  A  diverses  hypothèses, 
il  tira  de  ces  équations  les  valeurs  correspondantes  de  ^A  et  celles 
de  X,  j',  z.  Il  put  alors  arriver  facilement  aux  éléments  de  la 
comète  de  Pogson,  en  attribuant  à  cette  comète  le  grand  axe  de 
celle  de  Biela.  Les  autres  éléments  se  trouvaient  assez  voisins,  dans 

18. 
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toutes  les  hypothèses  faites  sur  la  valeur  de  A,  pour  ne  laisser  au- 
cun doute  sur  l'identité  des  deux  astres. 

De  tout  ce  qui  précède  on  peut  conclure  avec  certitude  que  l'es- 
saim du  27  novembre  suit  la  même  orbite  que  la  comète  de  Biela. 
Il  est  même  permis  de  supposer  qu'il  n'est  autre  chose  que  cette 
comète  elle-même,  bien  que  les  calculs  de  IMichez  donnent  une  dif- 
férence de  quatre-vingt-deux  jours  pour  les  temps  des  passages  des 
deux  objets  au  nœud  descendant.  11  faut  remarquer,  en  eifct,  que 
ces  calculs  ne  tiennent  pas  compte  des  perturbations  éprouvées  par 
la  comète  de  Biela  depuis  1866,  et  qu'en  particulier  les  perturba- 
tions résultant  du  voisinage  de  la  Terre  ont  dû  être  considérables. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Sur  V irwisibilité  actuelle  de  l'étoile 
B.  A.  C.6257. 

Près  des  étoiles  variables  U  et  Y  du  Sagittaire,  les  catalogues 
marquent  deux  étoiles  de  6''  grandeur  très-rapprochées.  M.  Schmidt 
remarque  qu'actuellement  on  n'en  voit  qu'une  seule  -,  l'autre  serait 
de  i3''  grandeur. 

ScHJELLEiiup.  —  Preiwe  que  cette  étoile  na  jamais  existé 
(nM918.) 

L'auteur  démontre  que  l'indication  sur  les  Catalogues  de  la 
seconde  des  étoiles  signalées  par  M.  Schmidt  provient  d'une  erreur 
de  réduction.  En  corrigeant  de  la  précession  la  déclinaison  de  la 
première,  on  a  pris  un  nombre  dix  fois  trop  fort,  et  d'une  étoile  on 
en  a  fait  deux. 

BoRRELLY  (A.).  —  Découverte  d'une  nouvelle  planète  (^. 

Dejvning  (W.-F.).  —  Le  trapèze  de  la  Nébuleuse  d'Orio/i. 

(Angl.) 

On  sait  que  ce  trapèze  est  formé  de  4  étoiles  relativement  bril- 
lantes. On  en  a  successivement  porté  le  nombre  à  6,  7  et  8.  Une 
seule  fois,  M.  E.  de  Salta  en  a  vu  10  avec  un  excellent  réfracteur 
de  12  pouces.  Dans  des  circonstances  favorables,  M.  Denning  a 
aperçu  la  5^  et  la  6^  avec  un  simple  trois-pouces  ;  il  croit  qu'elles 
sont  variables. 

Schonfeld  (E.).  —  Sur  une  étoile  variable  de  la  Baleine. 

Henry  (Paul  et  Prosper).  —  Eléments  de  la  planète  @.  (Fr.) 
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Zàchari/E  (G.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  écarts  de  fer- 
meture dans  les  polygones  de  nivellement. 

Dans  le  gi^and  polygone  de  nivellement  des  Alpes,  il  se  ren- 
eontre  un  écart  de  fermeture  d'environ  i'",2.  Cet  écait  est  trop 
fort  pour  pouvoir  être  attribué  aux  causes  ordinaires  5  il  provient 
peut-être  d'une  erreur  d'un  mètre  dans  les  lectures  ou  les  écritures. 
Cependant  M.  Hirsch  pense  qu'il  est  dû  à  des  déviations  du  fil  à 
plomb.  M.  Plantamour  croit  au  contraire  que  ces  déviations  doivent 
se  compenser  lorsqu'on  ferme  le  polygone.  Enfin  M,  Wolf  demande 
une  étude  spéciale  de  la  question. 

C'est  cette  étude  théorique  qu'entreprend  M.  Zacliariœ.  11  re- 
marque d'abord  que  les  vraies  surfaces  de  niveau,  c'est-à-dire  celles 
qui,  en  chacun  de  leurs  points,  coupent  normalement  les  directions 
de  la  pesanteur,  peuvent  s'écarter  sensiblement  de  la  forme  sphé- 
roïdale.  En  outre,  il  établit  mathématiquement  que,  naênie  en  suppo- 
sant toutes  les  surfaces  de  niveau  sphéroïdales  et  semblables,  il 
peut  y  avoir  un  écart  appréciable  de  fermeture.  Enfin  cet  écart  peut 
s'augmenter  d'une  façon  marquée  par  les  déviations  du  fil  à  plomb. 
Lorsqu'on  passe  successivement  sur  plusieurs  chaînes  de  montagnes, 
les  écarts  partiels  peuvent  se  compenser;  mais  ils  peuvent  aussi 
s'ajouter.  En  ce  qui  concerne  le  nivellement  des  Alpes,  il  est  néces- 
saire, pour  savoir  à  quoi  s'en  tenir,  de  recommencer  partiellement 
les  opérations. 

Watson  (J.-C).  —  BoRRELLY  (A.).  —  TiETJEN.  —  Obsej'wations 
des  planètes  Q  et  (^ . 

Becker  (E.  ).  —  Ephéniéridc  pour  l'opposition  de  (tT)  Niohé. 

Engelmann  (R.).  —  Ephéniéride  pour  l'opposition  de  (ib) 
Eurydice. 

MÔLLER  (Axel).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  de 
Faje  pour  le  retour  de  1873-1874- 

BossERT  (  J.) .  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  planète  (^.  (Fr.) 

Si'ORER.  —  Observations  de  taches  solaires  et  de  protubérances . 

L  auteur  a  déjà  signalé  plusieurs  fois  les  relations  qui  existent 
entre  ces  deux  ordres  de  phénomènes.  Aujourd'hui,  il  tire  de  ses 
observations  quelques  conclusions  nouvelles. 
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I.  Des  protuhérances  flamboyantes,  mùinc  très-considérables, 
peuvent  apparaître  sans  qu'il  se  montre  de  taches  dans  le  voisinage. 

IL  Toutes  les  fois  que  des  mouvements  très-intenses  de  forma- 
tion ou  de  déformation  se  produisent  dans  un  groupe  de  taches,  ces 
mouvements  donnent  naissance  à  des  protubérances  flamboyantes. 
Quelquefois  les  protubérances  précèdent  les  taches.  Les  ponts  de 
lumière,  les  canaux  de  feu  qui  s'étendent  sur  un  groupe  de  taches 
ne  sont  autre  chose  que  des  protubérances  liamboyantes. 

IIL  Les  groupes  sont  toujours  précédés  de  la  formation  de  taches 
plus  petites.  Ces  dernières  sont  entourées  de  facules  intenses  et 
même  de  protubérances  remarquables. 

IV.  Les  protubérances  qui  ne  présentent  pas  l'aspect  flamboyant 
exercent  elles-mêmes  une  action  sur  les  taches  voisines.  Cette  ac- 
tion est  plus  marquée  lorsque  les  taches  remplissent  les  intervalles 
qui  précèdent  les  protubérances. 

L'auteur  ajoute  que  les  prodigieux  bouleversements  qui  agitent 
constamment  la  surface  du  Soleil  permettent  de  supposer  que  les 
différences  entre  les  diverses  mesures  du  diamètre  solaire  peuvent 
tenir  à  des  variations  réelles  de  ce  diamètre. 

Luther  (K.).  —  Observations  au  cercle  niicrométrique  de  Dûs- 
seldorf.  —  Ephéméride  d' opposition  pour  (m)  Danaé. 

ScHULHOF  (L.).  —  Ephéméride  d' opposition  pour  (m)  Aglaé. 

Bruhns  (C).  —  Observations  de  planètes  à  Leipzig. 

DoBERCK.  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  III,   i84o. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Observations  à  Athènes. 

Luther  (11.).  —  Observations  au  cercle  nncr omé trique  de  Diis- 
seldorf.  G.  L. 

GIORNALE  DI  MATEMATICHE,  pubblicato  per  cura  di  G.  Battaglini  {'). 

T.  XIII;  1875. 

Albeggiani  (jVI.).  —  Développement  d'un  déterminant  à  élé- 
ments poljjiômes .  (32  p.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  .3>. 
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Dans  cette  Note,  qui  fait  suite  à  une  autre  du  même  auteur,  pu- 
bliée dans  le  tome  XII  du  Giornale  (*),  M.  A-lbeggiani  s'occupe  de 
développer  un  déterminant  de  degré  «,  dont  les  éléments  sont  des 
polynômes  de  p  termes,  en  une  somme  de  produits  de  déterminants 
à  éléments  simples.  Il  fait  voir  ensuite  comment  les  raisonnements 
exposés  peuvent  s'appliquer  aux  transformations  des  déterminants 
traités  par  M.  Siacci  au  tome  V  des  Annali  di  Matematica  de 
MM.  Briosclii  et  Cremona. 

Valeriani  (V.).  —   Toute  équation  du  degré  n  a  n  racines. 

(^4p.) 

L'auteur  se  propose  de  reproduire,  sous  une  forme  plus  élémen- 
taire, celle  des  diverses  démonstrations  données  par  Gauss  pour  le 
théorème  en  question  qui  a  été  publiée  en  1849. 

Fais  (A.).  —  Sur  les  dérivées  d'ordre  supérieur  des  fonctions 
de  fonctions.  (2  p.) 

L'auteur  transforme  la  formule  donnée  par  Hoppe  pour  cet  objet 
dans  sa  Théorie  der  independenten  Darstellung  der  Jioheren 
Differentialcjuotienten. 

Battaglini  (G.)-  —  Sur  la  Géométrie  projectile.  (28  p.) 
Dans  ce  Mémoire,  qui  fait  suite  à  un  autre  sur  le  même  sujet  (*), 
sont  exposés  les  principes  par  lesquels  on  peut  traiter  analytique- 
ment  la  Géométrie  projective.  L'auteur  détermine  la  position  d'un 
point,  d'une  droite  et  d'un  plan  au  moyen  de  la  construction  d'un 
réseau  géométrique;  il  établit  les  formules  qui  expriment  les  rela- 
tions fondamentales  de  position  entre  des  points,  des  droites  et  des 
plans  5  il  traite  de  la  composition  et  de  la  décomposition  des  dy- 
names  de  points,  de  droites  et  de  plans  -,  il  développe  le  concept 
de  V absolu  ou  limite  de  l'espace,  en  faisant  remarquer  la  différence 
entre  les  Géométries  correspondantes  à  diverses  liypotlièses  sur 
l'absolu,  et  finalement  il  expose  les  formules  pour  les  transforma- 
tions linéaires  de  l'espace. 

HoÛEL  (J.).  —  Remarques  sur  l'enseignement  de  la  Trigono- 
métrie. (8p.;  fr.) 


(')  Voir  nulleùn,  t.  VU,  p.  3^. 

(')  Giornale,  t.  XII,  p.  3oo.  —  Bulletin,  1.  VII,   p.  3G. 
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L'auleur  montre  d'abord  l'avantage  qu'il  y  aurait  d'enseigner  la 
Trigonométrie  en  se  plaçant  dès  le  début  au  point  de  vue  de  la  mé- 
thode cartésienne,  au  lieu  de  suivre  la  marche  ordinaire,  qui  est 
un  mélange  delà  méthode  synthétique  et  de  la  méthode  analytique. 
Il  fait  voir  ensuite  que  l'usage  que  l'on  fait,  dans  l'enseignement 
élémentaire ,  des  logarithmes  trigonométriques  est  une  source 
de  difficultés  inutiles,  et  que  l'introduction  des  angles  auxiliaires 
ne   fait  le  plus  souvent  qu'allonger  les  calculs. 

Armewante  (A.).  —  Bibliographie.  (2  p.) 

Compte  rendu  du  livre  de  M.  Maximilien  Marie  :  «  Théorie  des 
fonctions  de  variables  imaginaires  ». 

BusTELLi  (A. -M.).  —  Sur  la  notion  de  propoi^ionnalité  dans 
V yirithmédque  générale,  [l'-j  p.) 

L'objet  de  cette  Note  est  d'exposer  de  quelle  manière  on  devrait, 
suivant  l'auteur,  présenter  la  notion  de  proportionnalité  aux  élèves 
de  renseignement  secondaire. 

Valeriani  (V.).  —  Résolution  analytique  des  équations  biqua- 
dratiques  complètes.  (8p.) 

On  trouve  exposée  dans  cet  article  la  résolution  des  équations  en 
question,  donnée  par  Hesse  dans  ses  «  Vorlesungen  aus  der  ana- 
Ijtischen  Géométrie.  » 

Albeggiani  (iM-)-  —  Démonstration  d' une  formule  de  F.  Lucas. 
(6  p.) 

L'auteur  démontre  la  formule 


—  \i-\-  X      a-x  ...       On 

«1  '    —  As  +  07     ...     a„ 


^S)"-', 


a,  «j  . . .     An  -f-  :; 

dans  laquelle 

S  =  rt,   -{-  «2  -1-  •  •  •  -i-  «n>        Ar  =  S  —  flr. 

N1CODEM1  (R.)-  —  Exercices.  (2  p.) 

L'auteur  s'occupe  d'abord  de  la  chute  d'un  point  pesant  suivant 
un  arc  de  parabole  cubique,  puis  de  quelques  exemples  sur  l'ex- 
pression d'une  aire  plane  en  fonction  de  la  courbure  totale  de  l'arc 
qui  limite  cette  aire. 
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Padelletti  (D.).  —  Sur  l'accélération  normale.  (i4  p-) 
Dans  un  système  de  forme  invariable  en  mouvement,  chaque 
point  M  décrit  une  tiajectoire  "k  ^  décomposons  l'accélération  ç,  que 
le  point  M  possède,  en  deux  composantes,  l'une  ({><  dirigée  suivant 
la  tangente,  et  l'autre  cj),,  dans  le  plan  normal  à  X  en  M.  Le  but  de 
cette  Note  est  d'établir  les  formules  exactes  qui  donnent  la  grandeur 
et  la  direction  de  cf„,  attendu-que  les  formules  que  l'on  rencontre 
dans  les  Traités  de  Cinématique  les  plus  répandus,  tels  que  ceux 
de  Kesal  et  de  Schell,  ne  sont  pas  exemptes  d'erreurs. 

Padelletti  (D.).  —  Sur  les  accélérations  d'ordre  supérieur  au 
premier.  (21  p.) 

Dans  cette  Note  on  trouve  un  moyen  de  déduire  les  formules 
pour  les  accélérations  d'un  ordre  quelconque  dans  le  mouvement 
plan,  et  les  composantes  de  l'accélération  du  second  ordre  dans  le 
mouvement  à  trois  dimensions.  Il  y  a  en  outre  des  applications 
géométriques  des  formules  obtenues. 

MoGKi  (A.).  —  Exercices  mathématiques .  (6  p.) 
L'auteur  démontre  d'abord  un  tliéorème  concernant  les  centres 
de  gravité  des  faces  d'un  tétraèdre.  Il  donne  ensuite  des  tliéorèmes 
sur  les  liombres  premiers,  qui  sont  des  conséquences  de  celui  de 
Fermât.  Enfin  il  parle  d'une  propriété  connue,  concernant  le 
nombre  des  diviseurs  d'un  nombre  entier. 

Battaglini  (G.).  —  Sur  une  surface  du  huitième  ordre.  (6  p.) 
Cette  surface  est  celle  du  potentiel  nul  relativement  à  trois  cen- 
tres de  forces  agissant  suivant  la  loi  newtonienne.  Elle  peut  être 
engendrée  au  moyen  de  cercles,  et  l'auteur  montre  comment  une 
telle  série  de  cercles  peut  se  construire. 

Frattiki  (G.).  —  Quelques  formules  concernant  la  théorie  infi- 
nitésimale des  surfaces.  (7  p.) 

Cet  article  contient  des  formules  dérivant  d'autres  formules  don- 
nées par  M.  Beltrami  sur  ce  sujet,  et  l'on  eu  déduit  comme  consé- 
quence que  les  surfaces  d'aire  minimum  et  celles  qui  leur  sont 
parallèles  sont  les  seules  qui  possèdent  la  propriété  d'être  déforma- 
bles  de  manière  à  conserver  le  parallélisme  des  plans  tangents  aux 
points  correspondants,  si  on  les  considère  comme  des  feuilles  flexi- 
bles et  inextensibles. 
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TiRELLi  (F.).  —  Questions  35  et  36. 

Propriétés  des  nombres  de  la  forme  8oo  [m^  —  /2^)  —  5o  [m  —  n). 
Développement  d'un  déterminant. 

Dewulf  (E.).  —  Note  sur  la  démonstration  de  deux  théorèmes^ 
donnés  par  M.  Cremona  dans  ses  «  Éléments  de  Géométrie  pro- 
jectiue  ».  (a  p. 5  fr.) 

L'auteur  donne  des  démonstrations  des  théorèmes  ii4  («)  et 
1 14  (^)  de  la  «  Géométrie p/ojecti{>e  »  de  Cremona,  et  il  propose 
de  les  substituer  à  celles  que  M.  Cremona  a  reproduites  d'après  le 
«  Traité  des  Sections  coniques  y>  de  M.  Chasles,  parce  qu'elles  se 
rattachent  mieux  à  la  méthode  graphique  dont  il  est  fait  usage 
dans  l'Ouvrage. 

Crocchi  (L.).  —  Analogies  de  l'énoncé  de  Viviani.  (5  p.) 
L  auteur  étudie  certaines  propriétés  analytiques  analogues  à  celle 
qu'a  découverte  \  iviani  sur  la  sphère,  en  faisant  varier  la  direction 
des  surfaces  cylindriques,  et  remplaçant  la  surface   sphérique  par 
d'autres  surfaces. 

MossA  (F.).  —  Sur  la  déri<^>ation  successive  des  fonctions  com- 
posées, (il  p.) 

M.  Mossa  se  propose  de  donner  une  démonstration  simple  et 
indépendante  de  la  série  de  Taylor,  de  la  formule  qui  donne  la 
dérivée  d'ordre  quelconque  d'une  fonction  composée  de  plusieurs 
fonctions  d'une  variable  indépendante. 

MoGwi  (A.).  —  Sur  la  projection  centrale.  (12  p.) 
Résumé  du  principe  de  celle  des  méthodes  employées  en  Géomé- 
trie descriptive,  qui  est  dite  «  Méthode  de  la  pi^ojection  centrale  ». 

AivGELiTTi  (F.).  —  Solution  de  la  question  35.  (3  p.) 

Padelletti  (D.).  —  Sur  une  propriété  des  bracldstochrones. 
(3  p.) 

Les  équations  des  brachistochrones  sont  mises  sous  une  forme  très- 
symétrique,  et,  en  supposant  plane  une  de  ces  courbes,  on  établit 
une  relation  remarquable  entre  le  rayon  de  courbure  en  un  point 
quelconque  et  la  portion  de  normale  comprise  entre  ce  point  et 
l'axe  des  x. 
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PiTTARELLi  (G.).  —  Observutions  sur  les  quadriques  en  coor- 
données de  plans .  (47  p.) 

L'auteur  refait  la  théorie  des  quadriques  en  coordonnées  de  plans 
suivant  la  voie  tracée  dans  les  Ouvrages  de  Hesse  et  de  Salmon  et 
Fiedler. 

De  Paolis  (R-)-  —  ^"''  "^  système  homothétique  formé  par 
des  surfaces  d'ordre  n  a\^ec  un  point  {n  —  i)  -uple.  (89  p.) 

Tout  système  liomaloïdique,  c'est-à-dire  tout  système  triplement 
infini  et  linéaire  de  surfaces  liomaloïdes,  tel  que  trois  quelconques 
de  ces  surfaces  se  coupent  en  vin  seul  point  non  commun  à  toutes 
les  autres,  transforme  rationnellement  l'espace  propre  (S)  en  un 
autre  (S).  M.  Cremona,  dans  son  Mémoire  «  Sulle  trasformazioni 
razionali  nello  spazio  «,  a  établi  le  moyen  d'obtenir  tous  les  sys- 
tèmes homaloïdiques  possibles  formés  avec  une  surface  homaloïde 
donnée.  M.  de  Paolis  se  propose  de  considérer  un  système  homa- 
loïdique  avec  des  surfaces  d'ordre  n,  et  précisément  le  système 
unique  formé  par  les  surfaces  d'ordre  n  avec  un  point  [n  —  i)-uple, 
pour  lequel  l'ordre  de  la  transformation  inverse,  qui  sert  à  passer 
de  (2)  à  (S),  est  le  moins  élevé  possible. 

Favaro  (I.-B.).  —  Sur  la  question  des  racines  réelles  d'une 
équation  numérique  quelconque  à  U7ie  seule  inconnue.  (33  p.  j  lat.) 

Les  recherches  de  M.  ï^avaro  ont  pour  objet  de  trouver  une  mé- 
thode générale  au  moyen  de  laquelle  on  puisse  découvrir  et  déter- 
miner les  racines  d'une  équation  numérique  quelconque,  soit 
algébrique,  soit  transcendante,  de  manière  que  la  question  se 
trouve  réduite  à  des  formules  sûres  et  immualsles,  que  l'on  puisse 
appliquer  dans  tous  les  cas,  et  qui  conduisent  à  des  opérations  nu- 
mériques aussi  courtes  que  possible. 

PiTTARELu  (G.).  —  Sur  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  (3p.) 

On  fait  voir  comment  la  méthode  de  Hesse  pour  intégrer  l'équa- 
tion dilîérentielle  de  Jacobi  peut  s'appliquer  à  une  jéquation  de 
même  forme  et  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

AscHiERi  (F.).  —  Sur  une  correspondance  de  droites  entre  elles 
et  de  points  entre  eux.  (9p-) 

L'auteur  considère  une  correspondance  spéciale  de  pôles  harmo- 
niques. 
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CERnuTi  (^''.).  —  Solution  des  problèmes  proposés  dans  les 
examens  de  licence  pour  les  Lycées  et  les  Instituts  techniques  du 
Roj  aume.  (7  p.) 

Fais  (A.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  di£érentielles 
totales  du  premier  ordre  et  du  premier  degré.  (8  p.) 

Cet  article  montre  que,  quand  l'équation  est  homogène,  et  qu'une 
certaine  hypothèse  particulière  a  lieu,  on  peut  procéder  suivant 
une  règle  plus  simple  et  plus  générale. 

ToRELLi  (G.).  —  Notices  historiques  relatives  à  la  théorie  des 
trajisformations  en  Géométrie  descriptive.  (4  p.) 

L'auteur  discute  les  opinions  de  MM.  Catalan  et  de  la  Gournerie 
sur  l'usage  de  la  théorie  en  question,  et  il  fait  voir  comment  cette 
théorie  avait  été  exposée  et  mise  en  pratique,  avant  Th.  Olivier, 
par  Tramontini  et  par  Tucci. 

Landriani  (A).  —  Solution  de  la  question  36.  (3  p.) 

ToGNOLi  (O.).  —  Sur  les  systèmes  de  courbes  planes.  (4p-) 

D'OviDio  (E.).  —  Sur  quelques  lieux  et  enveloppes  du  premier 
et  du  second  degré  en  Géométrie  projective. 

On  cherche  les  lieux  des  points  dont  les  distances  à  deux  points, 
à  deux  plans,  à  un  plan  et  à  un  point,  ou  à  deux  droites  ont  des 
sinus  ou  des  cosinus  qui  soient  dans  un  rapport  donné,  ou  qui  don- 
nent un  produit  constant,  et  l'on  traite  aussi  les  problèmes  corréla- 
tifs. On  suppose  ensuite  que  l'absolu  soit  le  cercle  imaginaire  à 
l'infini  de  l'espace  euclidien,  pour  retrouver  comme  cas  particuliers 
les  résultats  déjà  connus  dans  la  Géométrie  ordinaire,  et  faire  ainsi 
mieux  voir  la  dépendance  de  cette  Géométrie  et  de  la  Géométrie 
projective. 

G.    ToRELLI. 
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MONATSBERICHTE    der    Koniglich   Preussischen    Akademie  der   Wissen- 

SCHAFTEN   ZU   BerLIN   ('). 

Année  1874. 

Ketteler. — Les  conditions  limites  de  la  réflexion  et  de  la 
réfraction  pour  la  section  principale  des  milieux  en  mouvement . 
(6  p.) 

PoGGEKDORFF.  —  JSouvelles  ohservations  faites  sur  la  machine 
électrique  de  seconde  espèce.  (8  p.) 

Kronecker  (L.).  —  Sur  les  groupes  de  formes  quadratiques. 
(i8p.) 

Dove.  —  Sur  la  marche  moyenne  des  phénomènes  calorifiques 
extraordinaires  à  la  surface  de  la  Terre.  (10  p.) 

Neesen.  —  Sur  la  réaction  élastique  dans  la  torsion.  (8  p.) 
Voici  un  résumé  des  résultats  obtenus,  pour  les  fils  de  cocon  et 
de  caoutchouc  :  la  réaction  élastique  est  fondée  sur  l'équation  diffé- 
rentielle 

dp 

^-^ap  =  o; 

elle  s'opère  suivant  la  formule  yy  =  ce""',  /?  désignant  dans  les 
deux  formules  la  distance  à  la  position  finale  d'équilibre.  L'expo- 
sant a  le  coefficient  de  la  réaction  élastique  ou  croit  avec  la  tempé- 
rature, mais  il  est  indépendant  de  la  durée  de  la  torsion  et  de  l'an- 
gle de  torsion.  Le  coefficient  c,  exprimant  la  grandeur  de  la  réaction 
élastique,  décroit  quand  la  température  croit,  et  croit  dans  le  même 
sens  que  l'angle  de  torsion  et  la  torsion. 

Kronecker  (L.).  —  addition  à  son  Mémoire  sur  les  groupes 
déformes  quadratiques.  (8  p.) 

SiEMEJVs.  —  Sur  un  galvanoscope  capillaire  construit  par  lui, 
et  destiné  principalement  à  faciliter,  sur  des  navires  soumis  au 
roulis,  les  mesures  de  résistance  dans  les  cables  sous-marins. 
(.p.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  i3i. 
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j)ovE.  —  Notice  sur   les  verres  comburants  de   Tschirnhaus. 

(  I  P-) 

Heine.  —  Sur  la  constante  des  courants  électriques.   (2  p.) 
Cette  Note  contient  le  résultat  des  recherches  publiées  depuis 

dans  le  Journal  de  Borcliardt,  t.  79,  et  dont  nous  avons  rendu 

compte  dans  le  Bulletin,  t.  IX,  p.  176. 

]^j£ss_  —  Xri  machine  à  électrophore  comme  instrument  pra- 
tique. (  10  p.) 

KiiONECKER  (  L.).  —  Sur  les  groupes  déformes  quadratiques  et 
lilinêaires.  (26  p.) 

Ce  Mémoire  et  les  deux  autres  cités  plus  haut  contiennent  une 
déduction  des  résultats  auxquels  M.  Kronecker  est  parvenu  i-ela- 
tivement  aux  formes  quadratiques,  et  renferment  en  même  temps 
une  critique  des  méthodes  employées  par  M.  Jordan.  Comme  cela 
nous  conduirait  trop  loin  d'exposer  ici  en  détail  les  points  de  diver- 
gence des  deux  auteurs  (  *  ),  nous  nous  bornerons  à  reproduire  un 
passage  du  dernier  travail  de  M.  Kronecker,  qui  caractérise  avec 
précision  le  point  de  vue  de  ce  géomètre. 

«  On  est  habitué,  surtout  dans  les  questions  algébriques,  à  rencon- 
trer des  difficultés  essentiellement  nouvelles,  lorsqu'on  veut  cesser 
de  se  restreindre  aux  cas  que  l'on  a  coutume  d'appeler  les  «cas 
généraux.  Toutes  les  fois  que,  quittant  pour  ainsi  dire  la  surface 
de  la  soi-disant  généralité,  qui  exclut  tous  les  cas  particuliers,  on 
veut  pénétrer  au  coeur  de  la  véritable  généralité,  qui  comprend 
aussi  toutes  les  singularités,  on  commence  alors,  d'ordinaire,  à  ren- 
contrer les  vraies  difficulté  delà  question,  mais  en  même  temps  aussi 
la  foule  de  pointsde  vue  et  de  phénomènes  nouveaux  que  cette  ques- 
tion recèle  dans  ses  profondeurs.  C'est  ce  qui  se  confirme  de  point 
en  point  dans  le  petit  nombre  de  problèmes  algébriques  qui  ont 
été  traités  complètement  dans  tous  leurs  détails,  et  nommément 
dans  la  théorie  des  groupes  de  formes  quadratiques  dont  nous 
venons  de  développer  les  principes  fondamentaux.  En  clïet,  tant 
qu'on  n'a  pas  osé  renoncer  à  l'hypothèse  que  le  déterminant  ne 
contient  que  des  facteurs  inégaux,  on  n'est  arrivé,  dans  cette  ques- 

(')  Voir  nuUctiii,  t.  VIII,  p.  a/). 
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lion  connue  de  la  transformation  simultanée  de  doux  formes  qua- 
dratiques, question  traitée  depuis  un  siècle  de  tant  de  manières 
diiférentes,  bien  qu'accidentellement  la  plupart  du  temps,  on  n'est 
arrivé,  dis-je,  qu'à  de  très-minces  résultats,  et  les  vrais  points  de 
vue  du  problème  sont  restés  tout  à  fait  méconnus.  En  abandonnant 
cette  hypothèse,  le  travail  de  Weierstrass,  à  partirde  l'année  i858, 
a  déjà  conduit  à  des  vues  plus  élevées,  et  entre  autres  à  une  solu- 
tion complète  du  cas  où  l'on  n'a  que  des  facteurs  élémentaires 
simples.  Mais  l'introduction  générale  de  cette  notion  des  facteurs 
élémentaires,  vers  laquelle  on  n'avait  encore  fait  que  quelques  pas, 
eut  lieu  pour  la  première  fois  dans  le  Mémoire  de  Weierstrass  de 
l'année  1868,  et  il  en  jaillit  une  lumière  toute  nouvelle  dans  la 
théorie  des  groupes  pour  le  cas  des  déterminants  quelconques,  mais 
différents  de  zéro.  Lorsque  plus  tard  j'ai  elïacé  cette  dernière  res- 
triction, et  développé  cette  notion  des  facteurs  élémentaires  dans  la 
notion  plus  générale  des  groupes  élémentaires,  le  jour  le  plus  com- 
plet s'est  répandu  sur  la  foule  des  nouvelles  formations  algébriques 
qui  se  présentaient,  et,  dans  ce  mode  complet  de  traiter  le  sujet,  se 
sont  révélés  en  même  temps  les  aperçus  les  plus  importants  sur  la 
théorie  des  invariants  supérieurs,  envisagés  dans  leur  véritable 
généralité.   » 

KuMMER  (E.).  —  Sur  les  nombres  premiers  X  pour  lesquels  le 
nombre  des  classes  de  nombres  complexes  formés  avec  les  V'""" 
racines  de  l'unité  est  divisible  par  \.  (9  p.) 

DovE.  —  Sur  le  caractère  général  des  ve/its  doux.  (2  p.) 

AuwERS. —  Communication  sur  de  nouvelles  observations  du 
compagnon  de  Procjon.,  faites  à  l'Observatoire  de  Poulkova,  et 
qui  mettent  désormais  Jiors  de  doute  la  dépendance  de  l'objet 
aperçu  au  printemps  précédent  avec  le  système  de  Procyon, 
et  l'identité  de  cet  objet  avec  le  compagnon  théoriijue.  (Sans 
extrait  ) . 

DovE.  —  Mai  frais  après  janvier  doux.  (8p.) 

KuoivECKER  (L.).  —  Sur  les  transformations  congruentes  des 
formes  bi linéaires.  (5i  p.) 

Ce  travail  contient  :  §  1 .  La  transformation  de  Jacobi  pour  les 
formes  quadratiques  et  bilinéaires.  §  2.  La  réduction  des  formes 
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bilinéaires  au  moyen  d'une  transformation  congrucntc.  §  3.  Les 
conditions  de  possibilité  de  la  transformation  des  formes  bili- 
néaires au  moyen  de  substitutions  congruentes.  Relativement  à  l'ex- 
pression de  transformation  coTigruente,  nous  dirons,  comme 
explication  :  Si  l'on  considère  deux  variables  quelconques  de  même 
indice  jc^î,  j,^,  dans  une  forme  bilinéaire,  comme  correspondantes 
entre  elles,  M.  Kronecker  nomme  congruentes  les  transformations 
dans  lesquelles  les  coefficients  de  substitution  respectifs  pour  les 
deux  séries  de  variables  sont  identiques,  et  qui  sont  par  conséquent 
de  la  forme 

Xi  =  Ik  Cik  x\ ,      fi  —  Ik  C,h  f\,       (/,/(■  =  I  ,  2 ,...,/?.) . 

Glan  (P.). — Sur  l'intensité  de  la  lumière  réfléchie  par  le 
verre.  (  5  p.) 

Du  Bois-Reymond  (E.). —  Critique  expérimentale  de  V hypo- 
thèse de  la  décharge  relativement  à  l'action  du  nerf  sur  le  muscle. 

(4ip.) 

Bekthold  (G.).  —  Leibniz   et   la   comparaison   des  horloges. 

(6  p.) 

AuwERS.  —  Sur  la  jiarallaxe  de  l'étoile  i83o  Groomhridge 
d'après  les  observations  de  Johnson  à  l héliomètre  d'Oxford. 

(24p.)_ 

Relativement  aux  observations  faites  par  Jobnson  pendant  les 
années  i852  et  i853,  l'étude  de  cet  astronome  pouvait  être  com- 
plétée sur  certains  points  auxquels  il  serait  désirable  que  l'on  eût 
égard  pour  fixer  la  véritable  valeur  de  la  série  d'observations  de 
Jolinson  concernant  la  détermination  de  la  parallaxe  probable  de 
1 83o  Groombridge.  M.  Auwers  a  entrepris  ce  pénible  travail,  mais  il 
trouve  l'erreur  probable  de  la  parallaxe  si  forte  (  sans  pouvoir 
trouver  aucune  cause  capable  de  l'expliquer),  qu'il  en  conclut  que 
ce  nouvel  examen  des  observations  de  Jolinson  ne  peut  contribuer 
en  rien  à  une  détermination  plus  exacte  de  i83o  Groombridge  ^  il 
ne  reste  ainsi,  pour  obtenir  cette  détermination,  que  les  observa- 
tions de  Scliliiter,  de  Wiclimann,  de  O.  Struve  et  de  Brûnnow,  et 
sa  valeur  est  en  moyenne  o",  1 18  dt  o", oi  i . 

GoLDSTEiN  (E.).  — Sur   les  observations  des  spectres  des  gaz. 
(i8p.) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  289 

Pringshei.m.  —  Sur  les  spectres  d'absorption  de  la  matière  colo- 
rante de  la  chlorophylle.  (32  p.) 

Baeyer.  —  Notice  sur  les  déviations  de  la  verticale  observées 
jusquici  en  Thuringe  et  dans  le  Harz.  (2  p.) 

Helmholtz.  —  Sur  la  théorie  de  la  dispersion  anomale. 
(12  p.) 

M.  W.  Sellmeier  a  donné,  dans  les  annales  de  Poggendorff', 
t.  CXLV  et  CXLMI,  une  théorie  de  la  dispersion  anomale,  qui  est 
bien  propre  à  rendre  compte  des  traits  essentiels  de  ce  pliénomène 
décrits  jusqu'à  ce  jour.  Le  principe  de  son  explication  est  la  suppo- 
sition de  molécules  pondérables,  suspendues  dans  l'étlier  et  sus- 
ceptibles de  vibrer  avec  lui.  Or  son  hypothèse  présente  des 
difficultés  dans  le  cas  où  la  période  propre  des  vibrations  des  molé- 
cules oscillantes  devient  égale  à  celle  des  vibrations  lumineuses. 
D'autre  part,  M.  O.-E.  Meyer  a  admis  {^Annales  de  Poggendorff\ 
t.  CXL\)  des  frottements  dans  l'éther,  mais  sans  particules  oscillant 
avec  lui,  et  il  en  a  pu  déduire  les  variations  de  la  réfraction  dans 
le  sens  voulu,  mais  nullement  l'absorption  d'une  raie  lumineuse 
étroitement  limitée.  M.  Helmholtz  modifie  maintenant  l'explication 
de  Sellmeier,  en  introduisant  une  force  de  frottement,  agissant  en 
sens  contraire  du  mouvement  des  molécules  pondérables,  et  dans 
la  même  forme  que  l'on  constate  dans  les  oscillations  lentes  du 
pendule  et  des  corps  résonnants,  et  il  a  donné  une  théorie  des 
oscillations  concomitantes,  qui  s'accorde  bien  avec  l'expérience. 
Cette  étude  a  fourni  aussi  de  bons  résultats  pour  un  éther  chargé 
de  particules  cooscillantes,  et,  si  l'on  se  borne  aux  suppositions  les 
plus  simples  et  les  plus  essentielles  à  l'existence  du  pliénomène, 
on  obtient  alors  une  théorie  relativement  simple  et  que  l'on  peut 
présenter  brièvement. 

VVernicke  (W.).  —  Sur  l'absorption  et  la  réfraction  de  la 
lumière  dajis  les  corps  métalliques  non  transparents.  (  9  p.) 

WiJLL^'ER.  —  Quelques  remarques  sur  les  observation^  faites 
par  M.  Goldstein  sur  les  spectres  des  gaz.  (  7  p-) 

DovE.  —  Addition  au  Mémoire  lu  en  juin  :  «  3Iai  frais  après 
janvier  doux  ».  (2p.) 

Bull,  des  Sciences  matliém.  et  astron.,  t.  X.  (Juin  1876.)  IQ 
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Du  Bois-Reymond  (  E.).  —  Suite  des  rcniniques sur  les  aimanls 
asiatiques.  (  24  p.) 

Ce  JMémoire  se  compose  de  quatre  paragraphes  :  §  I.  Pourquoi 
dans  certaines  boussoles  on  n'a  pas  réussi  à  rendre  l'aimant  apé- 
riodique d'une  manière  utile.  §  II.  Suite  des  remarques  sur  la  meil- 
leure manière  d'installer  le  barreau  d'Haûy.  §  III.  Des  déplace- 
ments de  la  position  d'équilibre  de  l'aimant  par  suite  de  la  variation 
diurnedumagnétisme terrestre, ou  des  «déplacements de  variation». 
§  IV.  De  la  position  d'équilibre  de  l'aimant  pour  une  astasie  plus 
parfaite. 

Siemens  (  W.). —  CoTitrib niions  à  la  théorie  de  la  pose  et  de 
l'étude  des  conducteurs  télégraphiques  sous-marins.  (3op.) 

E.  L. 


LISTE  DES  PROGRAMMES 

PUBLIÉS    PAR   LES   ÉCOLES   ALLEMANDES   SUR   DES  SUJETS  MATHÉMATIQUES    ('). 

Année  1871. 

Barciiauck  (Clemens).  —  La  projection.  —  Vienne,  R. 

Bauer.  —  Quelques  problèmes  de  Calcul  intégral.  —  Karlsruhe,  G. 

Becker  (Friedr.).  —  La  Géométrie  élémentaire  dans  un  nouvel  ordre.  (In-4, 89  p.) 
—  Hanau,  R. 

BoDE  (Jul.)  —  Théorèmes  fondamentaux  delà  Géométrie  et  de  la  Trigonométrie. 
(In-8,  40  p.).  —  Langensalza,  H.  B. 

BiJHME.  —  Cycloïdes  cylindriques,  coniques  et  sphériques.  —  Zwickau,  R. 

Breiimer  (Gustav).  —  Relations  entre  les  éléments  d'un  triangle,  comme  exer- 
cices de  calcul  géométrique.  (In-4,  14  p.)  —  Puttbus,  G. 

Brockmann  (Franz-Joseph).  —  Les  fondions  géométriques  dans  leur  significa- 
tion générale.  (In-4,  i4  P-)  —  Cleve,  G. 

Dauber  (Adolf).  —  Les  fondements  des  Mathématiques.  (In-4,  14  P-)  —  Helm- 
sledt,  G. 

Ellinger  (J.).—  Quelques  mots  sur  l'enseignement  de  la  Géométrie  analytique. 
(In-4,  20  p.)  —  Tilsit,  R. 

(  •)  R.  =;  Rralsclnilo;  G.  =  Gynniasium  ;  H.  R.  =  Hohere  Riirgorschuli-. 
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ExNER.  —  Sur  l'accroissement  de  courbure  d'une  section  oblique  d'une  sui  face. 

{In-4,  i3  p.)  —  Troppau,  G. 
FiALKowsKi.  —  Sur  l'unité  de  construction  des  trois  sections  coniques,  comme 

contribution  à  la  Géométrie  ancienne  et  moderne.  —  Vienne,  R.  communale. 
FiNGER  (Joseph).  —  Les  notions  des  opérations  fondamentales  de  l'Arithmétique 

et  de  l'Algèbre  déduites  directement  des  notions  de  grandeur  et  do  nombre. 

(In-8,  10  p.)  —  Laibach,  R. 
Fry  (Christoph).  —  Les  droites  d'inflexion  des  surfaces  courbes.  (In-î,  12p.)  — 

Neisse,  R. 
Gantner.  —  Première  écriture  décimale  du  nombre  dix  dans  l'Ecole.  —  Feld- 

kirch,  R. 
Gellexthin.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  point  fixe  avec  une  force 

constante.  (In-4,  Sa  p.)  —  Stettin,  Friedr.  Wilh.  Schule. 
Gessner  (Theodor).  —  Matériaux  pour  l'emploi  des  fraf^tions  continues  dans 

l'École.  (In-4,  17  p.)  —  Quakenbrlick,  H.  R. 

GoTTiNG  (Robert).  —  Sur  les  nombres  de  classes  des  formes  quadratiques.  (In-4, 
20  p.)  —  Torgau,  G. 

H.vrnischmacher.  —  Sur  le  mouvement  dont  est  animé  un  point  situé  dans  l'in- 
térieur d'un  canal  circulaire  dont  le  plan  est  vertical,  lorsque  ce  canal  tourne 
avec  une  vitesse  constante  autour  de  son  diamètre  vertical.  (In-4,  iG  p.) 

—  Brilon,  G. 

Hartmann.  —  Quelques  problèmes  d'application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie.  - 

Schweinfurt,  G. 
HiLDEBRAND.  —  Sur  quolques  applications  de  l'angle  auxiliaire.  (In-4,    12  p.) 

—  Schweidnitz,  G. 

Hollweck.  —  Le  théorème  du  binôme  comme  fondement  de  la  logarilhmo- 
technie  et  de  la  goniométrie.  —  Passau,  G. 

Hossenfelder.  —  Sur  l'intégration  d'une  équation  difTérenlieile  linéaire  du 
,^ième  ordre.  (In -4.)  —  Graudenz,  G. 

Jelineck  (Alf.-Ed.).  —  Recherches  sur  l'intersection  d'un  hyperboloïde  à  une  et 
à  deux  nappes  avec  un  cône  circulaire  droit.  (In-8,  12  p.)  —  Pilsen,  G. 

Kampf.  —  Quelques  mots  sur  la  théorie  des  courbes.  —  Biitzow,  R. 

K0JIECK.  —  Sur  quelques  définitions  de  la  Géométrie.  —  Kempen,  H.  B. 

KôsTi.ER.  —  Énumération  des  théorèmes  et  des  problèmes  de  Géométrie  pour 
l'enseignement  dans  les  classes  de  quatrième  et  de  troisième.  (In-4,  7  p.)  — 
Naumburg,  H.  B. 

Krakow.  —Sur  l'attraction  vers  deux  centres  fixes.  (In-4,  lop.)—  Pillau,  H.  B. 

Kretschmer  (Ed.-Ernst).  —  Contributions  à  la  théorie  des  surfaces  à  lignes  de 

courbure  planes,  qui  satisfont  à  des  conditions  données.  (In-4,  18  p.)  —  Franc- 

fort-sur-l'Oder,  G. 

Laudi  (V.)  —  Détermination  de  la  surface  du  triangle  sphérique  au  moyen  du 
Calcid  intégral.  (In-8,  i5  p.)  —  Triesle,  R. 

'9- 
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Lips.  —  Introduction  élémentaire  à  la  Géométrie  synthétique.  —  Darmstadt,  G. 

Mav.  —  Résidus   et  non-résidus  quadratiques.  T'  Partie.—  Dillingen-sur-le- 

Danube,  G. 
Messmer  (Alb.).  —  Les  cas  douteux  dans  la  résolution  des  triangles  sphériques. 

(ln-8,  46  p.)  —  Innsbruck,  R. 
Meyer.  —  Usage  de  l'angle  excentrique.  (In-4,   12p.)  —  Geisenheim,  H.  B. 

AIou.v.  —  Supplément  pour  l'enseignement  des  Mathématiques,  conformément 
au  nouveau  plan  d'études.  —  Rovereto,  R. 

MoRSTEiN  (v.).  —  De  la  ligne   la  plus   courte  sur  un  ellipsoïde  à  trois  axes. 
(In-4,  24  p.)  —  Posen,  G. 

Negelsbacii.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  symétriques.  —  Deux-Ponts,  G, 

Neuhaus.  —  Contributions  à  l'Analyse  géométrique  et  trigonométrique.  — 
Gaesdonck  prés  Clève,  G. 

Neuss  (C).  —  Sur  la  méthode  de  l'enseignement  mathématique  dans  les  gymna- 
ses. (In-4,  18  p.)  —  Deutsch-Crone,  G. 

Paufler  (A.-M.)  —  Le  calcul  numérique  dans  la  Reabchule.  (In-8,  44  p.)  — 

Leipzig,  R. 
QuAPP  (Adolf).  —  Analyse  trigonométrique  des  problèmes  de  Géométrie  plane. 

(In-4,  17  p.)  —  Minden,  G.  et  R. 

QuiDDE  (Adolf).  —  Quelques  problèmes  et  théorèmes  mathématiques.  (In-4,24p.) 
-  Erfurt,  R. 

ScuLEGEL  (Victor).  —  Étude  d'une  surface  du  troisième  ordre  au  moyen  de  la 
Théorie  de  Vétcndue  de  Grassmann.  (In-4,  22  p.)  —  Waren,  G. 

ScnRADER.  —  Théorie  des  séries  infinies  sommables.  —  Halle,  a.  S.,  R. 

SciiREiBER  (Reinhard).  —  Sur  une  classée  de  courbes  d'inflexion  à  double  cour- 
bure. (In-4,  14  P-)  —  Eschwege,  R. 

ScHRODER.  —  Sur  la  nature  des  fractions  décimales  qui  sont  égales  à  des  frac- 
tions ordinaires  données,  et  des  restes  que  l'on  obtient  dans  la  transforma- 
tion de  ces  dernières  dans  les  premières.  —  Ansbach,  G. 

ScnuLTzE  (Ed.).  —  Sur  les  séries  A,,,  A„_|  ,...,A„,  formées  au  moyen  d'un  dé- 
terminant symétrique  A"  =  :::  ±  <?,,  a.^,...  <■/„„.  (In- 1,  22  p.)  —  Berlin,  Friedr. 
Wilh.  G. 

Sommer.  —  Sur  le  premier  enseignement- de  l'Algèbre.  —  MUnstereifel,  G. 

Stoseck  (Adam).  —  Sur  les  opérations  fondamentales  des  Mathématiques  en 
considérant  particulièrement  le  nombre  comme  la  conception  première. 
(în-8,  23  p.)  —  Briinn,  G. 

Strehlke  (Fr.).  —  Communications  mathématiques  et  physiques  sur  l'ensei- 
gnement. (In-4,  17  p.)  —  Danzig,  U. 

Tàgert.  —  Sur  la  relation  de  Laplace  entre  le  potentiel  et  l'attraction  d'un 
sphéroïde  homogène  à  peu  près  sphérique.  (In-4,  14  \\.)  —  Kuslin,  G. 
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ToPLiTz(Julius).  —  Études  de  Géométrie  analytique,   faisceaux  et  groupes  de 

coniques.  (In-4,  21  p.)  —  Lissa,  G. 
Unvekzagt  (Wilhelm).  —  Sur  un  système  simple  de  coordonnées  de  la  droite. 

(In-î,  28  p.)  —  Wiesbaden,  R.  G. 
WoiTYLACK  (E.).  —  Sur  les  conditions  pour  certaines  orbites  planesetrectilignes 

d'un    point  attiré  par  deux  centres  fixes.  (In-4.  16  p.)  —  Gr.-Strelitz,  G. 

Zeidler  (Karl).  —  Quelques  problèmes  de  la  Dynamique  du  point.  (In-4,  17  p.) 

—  Kbnigsberg  i.  N.,  G. 
ZiMMERMANN  (Adolf).  —  Le  cerclc  de  division  harmonique,  et  son  emploi   pour 

la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie.  (In-4,  5  p.)  —  Ung.  Hradiscli,  G. 

N.  N.  —  La  théorie  des  transversales  et  la  division  harmonique.  —  Offenbacli 
a.  M.,  R. 

Année  1872. 

Amberg.  —  Les  divers  systèmes  de  numération.  Esquisse  d'histoire  mathé- 
matique. ([n-4,  22  p.)  —  Zug,  École  cantonale. 

AuGUST  (F.).  —  Élude  sur  l'imaginaire  en  Géométrie.  (In-4,  26  p.)  —  Berlin, 
Friedr.  R. 

BiERBAUM  (Rob.).  —  Sur  la  relation  entre  les  segments  interceptés  par  les 
courbes  (et  les  surfaces)  du  second  degré  sur  deux  (sur  trois)  droites  per- 
pendiculaires entre  elles.  (In-4,  16  p.)  —  Friedebergi.  N.,  Progymnase. 

BôRSCH.  —  Tables  pour  les  calculs  géodésiques  entre  les  latitudes  géographiques 
de  35  et  de  71  degrés.   —  Cassel,  Gewerbeschule  (École  d'Arts  et  Métiers). 

Clasen.  —  Transformation  des  figures  par  rayons  vecteurs  réciproques.  {In-4, 
28  p.)  —  Nordhausen,  R. 

CovRicH  (M.).  —  Vibration  d'une  corde  élastique  tendue,  formée  de  deux  par- 
ties distinctes.  (In-8,  40  p.)  —  Triesle,  R. 

DiTTRicH  (Hugo).—  La  spirale  logirlthmique.  (In-4,i5  p.)—  Breslau,  G.  cathol. 

Dupuis  (Jul.).  —  Sur  les  cas  douteux  dans  la  résolution  du  triangle  sphérique. 
(In-4,  12  p.)  —  Krems,  R. 

ENDEMA^fN  (Hugo).  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  projection  stéréographi- 
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la  Géométrie  dans  les  Gymnases.  —  Halle,  Lat.  Sch. 

Harms.  —  Le  calcul  abrégé  et  le  calcul  avec  des  nombres  abrégés.  (In-8,  3op.) 

—  Oldenburg,  R. 

Hartmann  (Julius).  —  Sur  les  propriétés  des   fractions  décimales  périodiques. 
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num. 
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Happach.  —  Essai  d'une  explication  élémentaire  de  la  nutation  et  de  la  préces- 
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(In-8,  i\  p.)  —  Elberfeld,  G. 
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Neumuller.  —  Remarque  concernant  un  problème  sur  les  quadrilatères.  — 
Naumburga.  S.,  H.  B. 

Odenthal.  —  L'échange  commercial  comme  objet  d'enseignement  à  l'Académie 
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Ott  (v.).  —  Théorie  et  usage  de  la  règle  logarithmique  ou  règle  à  calcul.  (In-8, 
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trie sphérique.  —  Conilz,  G. 

PRETzLER(Adolf).  —  Sur  les  systèmes  de  lentilles.  (In-4,  39  p.)  —  Gorlitz,  G. 

Reidt.  —  Introduction  à  la  solution  des  problèmes  de  construction  en  Géomé- 
trie plane.  —  Haram,G. 

SvcHSE.  —  Tables  de  triangles  pour  servir  à  l'enseignement  de  la  Trigonomé- 
trie. —  Gr.  Glogau,  G. 
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et  les  Romains,  (ln-8,  59  p.)  —  Seitenstetten,  G. 
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ScHMiDT  (Karl).  —  Propositions  complémentaires  du  cours  d'Arithmétique.  -- 

Spremberg,  R. 
ScHMiDT  (L.).  —    Dessin  perspectif  avec  le  cniwergal.  (In-8,  9  p.)  —  Gotha, 

Séminaire. 
ScHoNBORN  (Wilh.).  —  Mémoire  mathématique.  —  Krotoschin,  Wilhelms-G. 
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(In-8,  17  p.)  —  Giistrovv,  R. 
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20  p.)  —  Magdeburg,  R. 
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sa  corde.  (In-8,  28  p.)  —  Reichenberg  (Bohême),  R.-G. 
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